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AVERTISSEMENT 


DU LIBRAIRE. 


man Uuftre € fçavant Auteur de cet 
© PANE Ouvrage étoit [ur le point de le 
& ae 12 donner au Public  lorfqu'il mourut 
M 71704. agé de quarante-frois ans : 

Le Manulcrit en étoit [ans Préfa- 
ce, que ce [eul Auteur ponvoit bien faire :T'efi 
pour cela qu'ilne s'en trouve point ici. Mais le 
titggdoiifeffir e aux Connoiffeurs , pour juger de 
quelle confequence eft en Géométrie la Mariere 
de ce Livre. La grande réputation de A. le 
Marquis de l'Hopital en ce genre d Etude , ré- 
pond autant , ce me femble, de l'habileté avec 
laquelle cette matiere ef éraitée , que du fucces 
quon doit attendre de l'Ouvrage. C'efi ce qui 
ma déterminé à l'imprimer tel qu'il étoir, 
fans autre foin que de faire en forte qu'il le fus 
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AVERTISSEMEN TT. 
le plus correctement qu'il me [eroit pofible, er 
cherchant quelque habile Géomctre , qui voulut 
bien «veiller. à l'imprefion. La confideration €5 
l'efime des Scavans pour l'Auteur ; m'en ont 
fait heureufement trouver deux celebres. C'efi 
par leurs [oins que pour répondre a l'emprel[e- 
ment d'un tresgrand nombre de Mathemati- 
ciens pour cet Ouvrage, € [ur tout les jeunes 
Géometres qu le regardoient comme devant 
leur faciliter l'entrée à la [ublime Analyfe des 
Infiniment petits , fe le publie avec toute la 
confiance pofible, quoique dennée de la Preface 
que la maladie de l'un de ces deux Géometres, 
ES les grandes occupations de l'autre, ne leur ont 
pas permis de faire, € je me per[uade que les 
Lecteurs contens du fond de l'Ouvrage , nele 
feront pas moins de [on execution , tant pour la 
beauté du papier © du caratere , que pour 
l'exactitude. | 
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PERCI VILLE CE; DV: R OT: 


OUIS PAR LA GRACE DE DIEU, ROY DE FRANCE ET 

DE NAVARRE: À nos amez & feaux Confaillers les Gens tenans 
nos Cours de Parlement, Maïîtres des Requêtes ordinaires de notre 
Hôtel, Grand-Confeil , Prevôt de Paris, Baïllifs, Sénéchaux , leurs 
Lieutenans Civils, & autres nos J'ufficiers qu'il appartiendra , SALUT. 
Nôtre Academie Royale des Sciences Nous ayant très-humblement 
fait expoler , que depuis qu’il nous a plû lui donner par un Keglement 
nouveau de nouvelles marques de nôtre affetion. Elle s’eft appliquée 
avec plus de foin à cultiver les Sciences qui font l'objet de fes exerci- 
ces ; en forte qu'outre Îles Ouvrages qu’elle a déja donnez au Public, 
Elle feroit en état d’en produire encore d’autres, sl Nous plaifoit lui 
accorder de nouvelles Lettres de Privilege, attendu que celles que 
Nous lui avons accordées en datte du 6. Avril 1699. n'ayant point de 
temps limité, ont été déclarées nulles par un Arrêt de nôtre Confeil 
d'Etat du 13. du mois d’Aouft dernier. Et defirant donnner à ladite 
Academie en corps, & en particulier à chacun de ceux qui la compo- 
fent, toutes les facilitez & les moyens qui peuvent contribuer à rendre 
leurs travaux utiles au public; Nous avons permis & permettons par 
ces Préfentes à ladite Academie, de faire imprimer, vendre & debiter 
dans tous les lieux de nôtre Obéiffance, par tel Imprimeur qu’Elle 
voudra choifir , en telle forme , marge, caractere, & autant de fois que 
* bon lui femblera : Toutes les Recherches on Obfervations journalieres , & 
Relations annuelles de tout ce qui aura été fait dans les Affemblees del A- 
cademie Royale des Sciences ; comme aufli les Ouvrages; Mermoires ou 
Traitez de chacun des Particuliers qui la compofenr , & generalement 
tout ce que ladite Academie voudra faire paroître fous fon nom, lort- 
qu'après avoir examiné & approuvé lefdits Ouvrages aux termes de 
l'article xxx. dudit Reglement, elle les jugera dignes d’être imprimez, ‘ 
& ce pendant le tems de dix années confecutives, à compter du jour 
de la date defdites Prefentes. Faifons très exprefles défenfes à tous Im- 
primeurs, Libraires , & à toutes fortes de perfonnes de quelque qualité 
& condition que ce foit ;. d'imprimer, faire imprimer en tout ni en par- 
tie, aucun des Ouvrages imprimez par l’Imprimeur de ladite Acade- 
mie; comme aufli d’en mtroduire, vendre & débiter d'imprefion étran- 
gere dans nôtre Royaume fans le confentement par écrit de ladite Aca- 
demie ou de fes ayans caufe, à peine contre chacun des contrevenans 
de confifcation des Exemplaires contrefaits au profit de fon dit fmpri- 
meur, de trois mille livres d'amende , dont un tiers à l’'Hôtel- Dieu de 
Paris, un tiers audit Imprimeur, & l’autre tiers au Dénorrciateur ,.& de 
tous dépens, dommages & intérêts, à condition que ces Prefentes.fe- 
sont enregiftrées tout au Jong fur le Resiftre de la Communauté des 








Imprimeurs-Libraires de Paris, & ce dans trois mois de ce.jour : Que 
l'impreffion de chacun defdits Ouvrages fera faite dans nôtre Royau- 
me & non ailleurs, & ce en bon papier & en beaux caraéteres, confor- 
mément aux Reglemens de la Librairie ; & qu'avant que de Îles expo- 
fer en vente 1l en fera mis de chacun deux Exemplaires dans nôtre Bi- 
bliotheque publique, un dans celle de nôtre Château du Louvre, & un 
dans celle de nôtretrès cher & feal Chevalier Chancelier de France le 
Sieur Phelyppeaux Comte de Pontchartrain, Commandeur de nos Or- 
dres, le tout à peine de nullité des Préfentes ; du contenu defquelles : 
Vous mandons & enjoignons de faire joüir ladite Academie ou fes 
ayans caufe pleinement & pailiblement, fans fouffrir qu’il leur foit fait 
aucun trouble ou empêchemens. Voulons que la copie defdites Prefen- 
tes qui fera imprimée au commencement ou à la fin defdits Ouvrages 
foit tenue pour dûëément fignifiée , & qu'aux copies collationnées par 
lun de nos amez & feaux Confeillers & Secretaires foy foit ajoûtée 
comme à l'original : Commandons au premier nôtre Huifhier ou Ser- 
gent de faire pour l’execution d’icelles tous aétes requis & néceflai- 
res fans autre permiflion , & nonobftant Clameur de Haro , Chartre 
Normande & Lettres à ce contraires : CAR teleft nôtre plaifir. DONNE” 


à Verfailles le neuviéme jour de Fevrier, l’an de grace mil fept cens 


quatre, & denôtre Regne le foixante &.uniéme. Parle Roi en fon 
Confeil, LE COMTE. 


L’A cademie Royale des Sciences par Déliberation du 13. Fevrier 
1704. a cedé Île prefent Privilege à JEAN BouborT fon Libraire, 
pour en joüir conformément au Traité fait par lAcademie avec le- 
dit Boudotle 13. Juillet 1699. En foy de quoi j'ai figné ; à Paris ce 
15. Fevrier 1704. 

FOoNTENELLE, Secretaire del Academie 
Royale des Sciences. 


Regifire fur le Livre de la Communauté des Libraires  Imprimeurs 
de Paris, N°. cvr. pag. 136. conformément aux Reglemenss@ notam- 
ment aV Arreft du Confeil du x3. Aouft dernier. À Paris ce 13. Février 
3704. 
| P.EMERY, Syrdic. : 

Je fous-figné, en conformité du Traité fait avec M. Hochereau, le 
2$ Aouft dernier, quiavoit acquis du Sieur Boudot, Libraire de l’A- 
cademie le droit du Privilege des Settions Coniques de M.le Marquis 
de l'Hôpital ; de même encore que l’Agrement du Sieur Rigaud pour 
la joüiflänce dudit Privilege : déclare & reconnois tout ce que deflus 
avoir cedé cejoürd’hui au Sieur Montalant, que je fubftituë en mon 
lieu & prérogatives, moyennant l'accord fait entre nous, à Paris ce 
treziéme Novembre mil fept cens dix-neuf. 


C. JOoMBERT. 
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TRAITÉE ANALYTIQUE 


DES SECTIONS CONIQUES, 


Et de leur ufage pour la Refolution des Equations dans les 
Problèmes tant détermines qu'indeterminés. 





LIVRE PREMIER. 
De la Parabole. 


DE’FINITIONS. 
I. 


Y ANT placé fur un plan une Regle 
_ BC, & une É‘querreG D O ; en forte 
que l'un de fes côtés D G foit couché 
le long de cette regle, on prendra 
un fil F 4 O égal en longueur à 
| l'autre côté DO de cette équerre, 
Fe &,, duquel l'on attachera un bout à l’ex- 
otemimmmmmmmh tremité O de ce côté D 0 , & l’autre 





# 


! 


FrG. …ï: 


bout en un point quelconque F pris fur ce plan du mêé- 


me côté de l’équerre par rapport à la regle. Maintenant 
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fi l’on fait glifler le côté DG de l’équerre le long de Îa 
regle BC, & qu'en même tems l’on fe ferve d’un ftyle 
M pour tenir toüjours le fil tendu ; & fa partie M O toute 
jointe & comme collée contre le côté O D de l'équerre; 
la courbe 4 M Æ# que le ftyle Wdécrit dans ce mouve- 
ment, eft une portion de Parabole. 

Si lon renyerfe l'équerre de l’autre côté du point fixe 
F , on décrira en la même façon l’autre portion 4 MZ 
de la même Parabole ; de forte que la ligne 4 247 ne 


‘fera qu'une même courbe qu'on appelle Parabole. 


2% 

La ligne 8 C dans laquelle le bord inférieur de la re= 
gle immobile 8 C touche le plan & le côté DG de l'é- 
querre GDO, eft appellée Direffrice. 


3. 
Le point fixe F du plan, eft nommé le Foyer de la Pa- 
rabole. 


4e 

Si l'on mene du point fixe F, fur la direétrice 3 C une 
perpendiculaire F E qui rencontre la parabole au point 
A ; la ligne 4 F indéfiniment prolongée du côté de F, 
eft appellée l’Axe de la parabole. 


s. 

La ligne p quadruple de Z F, eft appellée Paremetre 
de l'axe. 

6. 

Toutes les lignes comme A7 ? menées des points de Îa 
parabole perpendiculairement à l'axe, font appellées O7- 
données à l'axe. | 

7: 

Toutes les lignes comme Z7 O menées dés points de 

là parabole parallelement à l'axe , en font les Dizmerres. 
8 

Une ligne droite qui ne rencontre la parabole qu'en un 
point, & qui étant continuée de part! & d'autre n'entre 
point dedans ; mais tombe aw dehors, eft appéllée Ten 
gente en Ce point, 1 


ne ee 2m 


Dre LA PARABOLE. 3 
COROLLAIRE E. 


Le I. fuit de la définition de la Parabole que fi l’on tire 
pat un de fes points quelconques M au foyer F une ligne 
droite A1 F, & fur la direûrice 2 C une perpendiculaire 
ZM D ; les droites MF, M D, feront toûjours égales entre 
elles. Car fi l'on retranche du côté O D de l'équerre & 
du fil O MF qui * lui eft égal, la partie commune OM, 
il eft vifible que les parties reftantes AD, MF, feront 
toüjouts égales entre elles. 


G:OR°O:L LA LR°E" ET 


2° D E-LA il eft évident, que fi l’on mene une ligne 
droite quelconque KK parallele à la dire&rice BC, & 
que dun point quelconque 47 de la parabole, on tire 
fur cette ligne la perpendiculaire AZ K, & au foyer la 
droite AMF; la difference ou la fomme XD des deux 
droites MF, MK, fera toüjours la même: fcavoir la dif- 
ference lorfque le point 27 tombe au deflous de KK, & 
la fomme lorfqu'il tombe au deflus. 


CoOoROLLAIRE IL. 


3° Ï Left évident que FEeft divifée en deux parties é- 
gales par la parabole au point Z. Car fuppofant que le 
point M tombe au point 4, la ligne. A1 F tombe fur 4F, 
& la ligne MD fur AE, qui feront par confequent éga- 
les entreelles ; puifque A1 F eft toüjours * égale à MD, en 
quelque endroit de la parabole que tombe le point 4£. 


CoRrRoOLLAïIRE IV. 


cn D E- LAON Voit comment on peut décrire une para- 
bole # 42, l'axe À P dont le point À eft l’origine étant 
donné, avec fon parametre p. Car ayant pris fur l'axe 
. AP de part & d'autre du point 4 les parties ZEF, À E 
égales chacune au quart de fon parametre p, & mené par 
le point E la perpendiculaire indéfinie BC fur FE;fi 
J'on couche le bord inferieur d'une regle mes cette ligne 

1] 


* Def.r. 


* Art, Xe 
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# Def. I. 


W Art. 3. 


FIG. 1. 


8 Art. $. 


BC qui fert de diredtrice, & que par le moyen d’une 
équerre ODG, & d'un fil F0 égal au côté O D ; & at- 
taché par l’un de fes bouts au foyer F, & par lautre 
bout à l’extremité O de ce même côté, l’on décrive une 
Parabole #°4Z comme l'on a enfeioné dans la definition 
premiere , il eft vifible qu'elle fera celle qu'on demande. 

Il n’eft pas moins vifible que plus le côté O0 D de l’é- 
querre & le fil O A F( qui * lui doit être égal ) fera long; 
plus aufli la portion de la parabole qu'on décrira fera 
grande ; de forte quon la peut augmenter autant que 
lon voudra, en augmentant également le côté 0D de 
l'équerre & le fl O MF. 


COROLLAIRE  V. 


5° Sn d'un point quelconque A4 de la Parabole l'on 
mene une ordonnée A1 ? à l’axe, & au foyer F la droite 
MF ;ileft clair que cette ligne MF=AP+AF, 
puifque M F—=MD=A4P?+4E,& que" 4F—=AE, 


PROPOSITION I. 


Theorême. 


6. L E guarré d'une ordonnée quelconque M P à Paxe AP; 
ef? égal au reitançle duparametre p, par la partie AP dé l'axe 
prile entre [on origine À € la rencontre P de l'ordonnée. 


Il faut prouver que MP— pxAP. 
Ayant nommé la donnée 4 F, m3; & les indeterminées 
AP ,x35PM,y;sonauaMF—*mæ+x, RPF—x—m 


ou»— x, felon que le point p fe trouve au deffous ou au 
deflus du foyer F. Or le triangle rectangle A4 ? F donne 


2 
en l’un & Flautre cas MF (mm+2mx+xx)—=MP 








(yy) +PF mm—21mMmXx + xx); d'où lon tire 4 MX —ype 
Donc puifque felon la $e definition p=— 4%, on aura 
au yy—=p X. Ce qu'il falloit démontrer. 


De LA PARABOLE, f 


COROLLAIRE PREMIER ET FONDAMENTAL, 


7° Ï L eft donc évident que fi l'on nomme p le para- 
metre de l’axe Z P ; chacune de fes parties ZP, x ; & 
chacuné de fes ordonnées correfpondantes P A1, y; on 
aura toûjours yy—px. Or comme cette proprieté con- 
vient à tous les points de la parabole, & en détermine la 
polition par rapport à fon axe 4 P ;1l s'enfuit que l’équa- 
tion yy—p x exprime parfaitement la nature de Îa para- 
bole par rapport à fon axe. 


GNYO MO LA TRES Cl 1: 


8° : l’on mene deux orfdonnées quelconques A p, 
NO à l'axe AP , leurs quarrés feront entreux comme 
les parties 4 P & 4 Q de l'axe, prifes entre fon origine 4 
& les rencontres P & Q_de ces mêmes ordonnées. Car * 


PM.QON::pxAP.px AQ;: AP. AQ. 
| CoROLLAIRE IL 





9° S: l’on mene par un point quelconque P de l'axe 
AP une parallele MP M à fes ordonnées ; elle rencon- 
trera la parabole en deux points A7 & M également éloi- 
gnés de part & d'autre du point P, & non en d’avan- 
rage. Car afin que les points 41 & M foient à la parabo- 
le , il faut“ que les quarrés de chaque P A (y )prife de 
part & d'autre du point P, foient égaux chacun au mé- 
me rectangle p x. 


C'OROLLAERE: LV. 


ne | 4 fuit de ce que“ yy—px, que plus ÆpP (x)eft 
grande, plus aufli l’ordonnée P M (y) prife de ‘part & 
d'autre de l'axe 4 P augmente, & cela à l'infini ; & qu’au 
contraire plus ZP (x) diminuë, plus aufi l’ordonnée 
PM (y) devient petite : de forte que 4 P (x ) étant nulle 
ou zero, chaque P M (y) prife de part & d'autre de l’axe 
ÆP devient auffi nulle ; c'eft-à-dire que le point P tom- 
bant en 4, les deux points de rencontre M & M fe réu- 

À ii} 


Fre.2, 


FIG. 2, 


* Art, 6, 73 


* Art. 7: 


* Art, T3 











É Art, 7. 


* Art. 9. 


“ 


6 LIVRE PREMIER. 
niflent en ce point. D'où il eft clair. 

1°. Que fi l'on mene par l’origine À de l’axe une ligne 
LL parallele à fes ordonnées, elle fera tangente en A. 

2°, Que la Parabole s'éloigne de part & d'autre de 
plus en plus à l'infini de fon axe 4P à commencer par 
{on origine 4 ; & qu'ainfi toute parallele comme LM à 
l'axe AP , ne rencontre la Parabole qu'en un feul point 7, 
& paile au dedans, puifque fa diftance de l'axe demeure 
partout la même. 


COR OLLAIRE:-V. 


= 

TL S : d'un point quelconque AZ de la Parabole l’on 
tite une parallele AZ Z à l'axe ÆP , laquelle rencontre en 
Z la parallele 4 L à fes ordonnées ; il eft clairen menant 
l'ordonnée A1 P ,que AL? M (y), & que ML—AP 
(x) —7, puifque *px=— yy. D'où il fuit que les droites 
M Z (2 ) EVE (5) prifes de part & d'autre de l'axe 
A P font égales entrelles, lorfque les points Z,.Z font 
également éloignés du point 4 ; & partant que fi une li- 
gne quelconque MM terminée par la parabole eft cou- 
pée en deux parties égales par l'axe en ? , elle fera paral- 
lele à la ligne Z Z, c’eft à dire qu'elle fera ordonnée de 
part & d'autre à l'axe. Car ayant mené les paralleles AL Z, 
MZ àl'axe ZP, il eft évident que Z Z fera divifée par le 
milieu en À, puilque M l'eft en P. Les droites AZ, 
M Z, feront donc égales entr'elles comme on vient de le 
prouver ; & par confequent la ligne AZ AM fera parallele 
ID ET LE Ë 

CoROLLAIRE: VI. 


12. [. fait de ce que toutes les perpendiculaires 
MPMAlaxe À P, terminées de part & d'autre par la pa- 
rabole, font * coupées par le milieu en P ; que laxe divife 
la parabole en deux portions entierement égales & fem- 
blablement pofées de part & d'autre. Car fi le: plan fur 
lequel elle eft tracée , étoit plié le long de l'axe enforte 


DE: LA PARABOLE: 7 


que les deux parties fe joigniflent, il eft vifible que les 
deux portions de la parabole tomberoient exaétement 
l’une fur l’autre. 


PROPOSE FON"FE 


Theorême. 


19: S 1 l'on mene par l'origine À de l'axe A P une ligne droi- 
te quelconque AM dans l'un ou l'autre des angles PAL, PAL, 
faits par l'axe AP G par la ligne LL parallele à [es ordon- 
nées ; je dis qu'elle ira rencontrer la parabole MAM en un au- 
tre point M. 


Ayant pris fur 7 Z de part ou d’autre du point À Ia 
partie 4 G égale au parametre p de l'axe, & tiré GF paral- 
lele à l'axe 4 ? , & qui rencontre la ligne 4 A4 ( prolongée 
s'il eft néceffaire) au point F ; on prendra fur la ligne 4 Z 
du même côté où tombe la ligne 4 M par rapport à l’a- 
xe À P, la partie À Z égale G F3 & ayant tiré Z M paral- 
lele à l'axe, je dis que le point M où cette ligne rencon- 
tre la droite 4 M, fera à la parabole 41.4 M. 

Car menant M? parallele à Z Z, les triangles fembla- 
bles FG A4, APM, donneront F G ou Z Lou ? M. G A:: 


A P. PM. Et partant PM—G A (p)x ÆP. La ligne 
P M fera donc * une ordonnée à l'axe 4 P. Ce qu'il fal- 
loit démontrer. 


GO ROLL ATIRE -E 


Fe 1:12 on voit comment l'axe 4 P d'une para- 
bole M4 M étant donné avec fon parametre p, & ayant 
mené par l’origine 4 de l’axe dans l’un ou l’autre des an- 
gles PAL ,P 4 L, faits par l'axe 4 P & par la ligne Z Z 
parallele à fes ordonnées, une ligne droite quelconque 
A M;on voit, dis-je, ce qu'il faut faire pour trouver fur 
cette ligne le point Æ où elle rencontre la parabole 
M AM. 


FIG. 3. 


* Art, 7: 








# Art. 10. 


13. 


& Livre PREMIER 


C-o0:R O'L'E AT RE: LT. 


15e [. eft évident * qu'il n’y a que la ligne ZZZ pas 
rallele aux ordonnées à l'axe 4P, qui puifle être tangen: 
te de la parabole A 4 M au point Æ origine de l'axe; 
puifqu'il n'y a que cette feule ligne qui paflant par le 
point 4, & étant continuée de part & d'autre, ne rencontre 
la parabole en aucun autre point, & n'entre pas dedans. 
| DE FINITIONS. 


Fire. 4. si l’on mene par un point quelconque M de Ïa parabo- 


Se 


le un diametre AZ 0, une ordonnée MP à l'axe AP, & 
une ligne droite MT qui coupe fur l'axe 2 prolongé 
au-delà de fon origine Z, la partie 4T égale à 4 P ; toutes 
les lignes droites, comme No, menées des points de la 
parabole parallelement à A2 T, & terminées par le diame- 
tre MO, font appellées Ordonnées à ce diametre. 

10. 

Si l’on prend la ligne 4 troifiéme proportionnelle à AT, 
MT; cette ligne g fera nommée le Paramerre du diame- 
tre A0. 

COROLLAIRE J. 


16. S 1 l'on nomme l'indéterminée ? ou AT, x;il 


"ef clair que MT—4x, puifque AT(x). MT ::MT.4. 


€ Art. 7. 


* Art. $. 





COROLLAIRE IL. 


17: A Caufe du triangle rectangle AM?T, le quaïté 


MT (gx) = PT (4xx)+MP?"(px); d'où en divi- 
fant par x, l'ontire 9—4x+p. | 
C'eft à dire que le parametre 7 d'un diametre auelcon- 
que MO, furpafle le parametre p de l’axe du quadruple 
de ZP (x). 
CoOROLLAIRE III. 


18. S 1 l'on tire du point 47 au foyer F la droite MF ; 
on auta MF*— A P+ AF. Or felon la définition $°. 
le 


DE LA PARABOLE. 9 


le parametre de l'axe étant p=—44F, le parametre du 

diametre MO fera *g—4 AP + 4 AF. Donc le pa- * Art, 174 
rametre 7 d'un diametre quelconque A0, vaut quatre 

fois la ligne MF tirée de fon origine M au foyer F. 


PER OP OST LO NTI 


Theorême. 


19: L E-quarré d'une ordonnée quelconque ON au dia- Fic. 4.8& 
metre MO, ef égal au rectangle du parametre q, par la par- 5: 
tie MO de cediametre, prife entre [on origine M G* La rencon- 
tre O de l'ordonnée. 


IL faut prouver que ON— qx MO. 


Ayant mené l’ordonnée NO à l'axe AP , laquelle 
rencontre le diametre A70 au point R, & tiré OH pa- 
rallele à AZP, on nommera les données 4P ou AT, 
xs PMou RO, y; & les indérerminées OR ou H 0, 
45 MO ou PH, &;les triangles femblables TPM, 
ORN, donneront cette proportion TP (2x). P M 


(Y)::OR(aYR N—11. Cela pofe. 


Puifque (#g.4.)N O0 =R D y) —RAN(= ,souRN 
C)—RO(), & AQO=AH (x+b)—HQ(a). 


lorfque le point N tombe du côté de l'axe ZP par rap- 
port au diametre M0 ; & qu'au contraire ( fe. $.) NO 
—RO(y)+RN(2),&A4Q0—AH(x+6)æ 
HO(4), lorfquil tombe du côté oppofé : on aura 


TR RE sh ayy 44vy EHESS ss À “ 
ON =yJE +) & ADO = x+0 Ha, fçavoir 


— dans le premier cas, & dans le fecond. Or* 4P x 4n, 8. 
(x) AQ(x+bka) t: PM{yy) ON —yy+ "2 
EST, On formera donc en comparant enfemble ces 


B 





* Art. 16. 


Fi. 4. 
& $. 
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deux valeurs de © N lévalité SR LE à 
eux va ON", lég JL EENXS se 
GyY.-..44 y 

PE 4x 





: s À ; 4 F 43 
; d où en effaçant de part & d'autre yy +, 





2 


divifant par yy, & multipliant par 4x x ; l'on tirera OR 
(aa)—4 0x. Mais les triangles femblables MP T,NRO, 


donnent P T'( 4xx)OR (48%x):: MT* (4 x). ON 
— bg —=qxMO(6). Ce quil falloitdémontrer. 


CO R: O:l: LA EF RE. GE N-E-R A:L. 


20e Ï. eft vifible que ce qu'on a démontré dans Îa 
propolition premiere par rapport à l'axe AP , à fes or- 
données PAM, & à fon parametre p, s'étend par le 
moyen de cette derriere propolition à un diametre quel- 
conque MO, à fes ordonnées O0 N, & à fon parametre 
g. Orcomme lesarticles7,8,9,10,11,12,135148@&15 fe 
tirent de la premiere propoñition , & fubfiftent égale- 
ment, foit que les angles PM foient dois, ou bien 
qu'il ne le foient pas; il s'enfuit que fi l'on imagine dans 
ces articles que la ligne 4P, au lieu d'être l'axe, foitun 
diametre quelconque , qui‘ait pour ordonnées les droites 
PM, ON, & pour parametre la ligne p , ils feront enco- 
re vrais dans.cette fuppolition ; car leur démonfiration 
demeurera la même, & il ne faut pour s'en convaincre 
entiérement , que les relire en mettant partout où {e 
trouve le mot d'axe, celui de diametre. 


ÉOR OL IA CRE EE 


21. Bee les articles 10 & 15 fubliftent avec Îa 
même force, lorfque la ligne ZP au lieu d'être Faxe , 
eft un diametre quelconque , tel que M0 ; il s'enfuit 
que la ligne AT parallele aux ordonnées O N à ce dia- 
metre, eft tangente en M, & qu'il n’y a que cette feule 
ligne qui puifle toucher la parabole en cepoint. 

D'où l’on. voit que d’un point donné fur une parabole ; 
on ñe peur mener qu'une feule tangente. 


D'E* Las PA RAR OL E. 11 
GOROLLATIR EE: FFE 


22. 1927: il eft évident felon la définition 9°, que 
fi l’on mene par un point quelconque M d'une parabole, 
une ordonnée MP à l'axe 4 P,, & une ligne droite MT 
qui coupe fur l’axe prolongé du côté de fou origine 4, la 
partie ÀT égale à 4P ; cette ligne MT fera tangente en 
M. Etréciproquement que fila ligne MT eft tangente en 
M, &qu'on menel'ordonnée M P à l'axe; les parties À 7’, : 
AP, de l'axe feront égales entr'elles. 


G-O'R OL LA Tr RE: IV. 


23: , l'on imagine dans. les définitions 9 & 10, & 
dans la’ derniere propofition, que la ligne Æ4P au lieu 
d'être l'axe, foit un diametre quelconque, qui ait pour 
ordonnées les droites PM, ON ; on verra- que cette 
propofition fera éncore vraie , puifqu'elle fe démontre- 
ra de la même mañiere qu'auparavant, comme il eft 
évident par la feule infpe&ion de la fig. 6°. où les trian- 
gles femblables donnent les mêmes proportions que dans 
le cas de l’axe. 

D'où il fuit. 1°. Que le Corollaire précédent doit en- 
core avoir lieu, lorfque la ligne 4 P au lieu d'être l'axe, 
cit un diametre quelconque, 2°. Que le diametre MO 
peut être l'axe dans cette fuppolition ; &:qu'ainfi on peut 
regarder l'axe comme un diametre , qui fait avec fes or- 
données des angles droits. 


PROPOS ET L'ON:TV: 
Theorême. 


2.4. S, par un point quelconque M d'une parabole, l’on 
mene une ordonnée MP 2 l'axe, @ une perpendiculaire MG 
à la tançente MT qui palle par le point M ;je dis que la 

FR OR se ACROSS PRIE JE q 
partie P G de l'axe fera toñjours égale à la moitié de [on pa- 
Yameire p. ; 


L faut prouver que PG—= :p. 
Bi 


F1G, 6. 














RÉAL 


F1G, 7. 


* Art. 292. 
F Arts, 
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Car à caufe des angles droits TP M, TMG, on aura 
TP(2x).PM{y):: PM(y),PG=7 —p,enmettant 
à la place de yy fa valeur “p x. 


PROPOS EI ON EVE 


Theorême. 


25- S r par un point quelconque M d'une parabole, l'or 
mene au foyer F la droite MF, un diametre MO, Cp uns 
tangenie TMS ; lesangles FMT, OMS, faits par la tan- 


gente T MS d'un côté avec la droite MF , @ de l'autre avec 


le diametre MO , Jeront cqaux entr'eux. 

Car menant l’axe 4 P qui rencontre en T' la tangen- 
te TMS, & l'ordonnée MP l'axe; on auta* T 4+4F 
ou TF— AP +AFou* MF. Le triangle T FM {era 
donc ifofcelle ; & par confequent l'angle FT M, ou 
fon égal OMS, fera égal. à l'angle FMT. Ce qu'il 
falloit démontrer. 

COROLLAIRE. 

26. DS il eft clair que la tangente T AS prolon- 
gée indéfiniment de part & d'autre du point touchant 
M, laiffe la parabole toute entiere du côté de fon foyer 
F. Et comme cela arrive toûjours en: quelque endroit de 
la parabole que tombe le point touchant 4, il s’enfuit 
que cette ligne courbe eft concave dans toute fon: éten- 
duë autour de fon foyer F. 


PROPOSITION VE 
Probléiies 
27° U N diametre À P avec la tangente L A L gui pafe: 


par [on origine À, € fon parametre étant donnés ; trouver 


un diametrre B Q qui faffe de part ou d'autre avec [es ordonnées.. 
an angle égal à l'angle donné K,, fon origine B, fon para- 


HBLITE.. 
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Ayant mené par l'origine 4 du diametre donné la 
ligne 4E qui fafle avec ce diametre de part ou d'autre, 
l'angle PE égal à l'angle donné K, & trouvé * fur 
cette ligne ( prolongée de l’autre côté de 4, lorfqu’elle 
ne tombe point dans l'un ou l’autre des angles PAL, 
PAL)le point M où elle rencontre la parabole, on 
menera par le point du milieu © de la ligne 47, une 
parallele 0 D au diametre Z4P, qui rencontre la tan- 
gente ÀL au point D ; & on divifera Q D par le milieu 
en B. Je dis que la ligne B O eft le diametre qu’on cher- 
che, quila pour origine le point B, & pour parametre 
une troifiéme proportionnelle à B Q, & © A. 

Car 1°. Laligne 4 M étant divifée en deux parties éga- 
les au point © par le diametre B ©, elle fera ordonnée * 
de part & d'autre à ce diametre; & comme les lignes BQ, 
AP font paralleles entrelles, l'angle B 0 À que fait le 
diametre B © avec fon ordonnée 0 4 fera égal à l'angle 
P AM égal à l'angle donné K ou fon complément à 
deux droits. 2°, Lé point du milieu B de la ligne 0 D 
fera l'origine * de ce diametre, puifque 4 O9 en eft une 
ordonnée. 3°. Le parametre du diametre. B Q eft * la 
troifiéme proportionnelle à B O0, © A. 

Lorfque l'angle donné K n'eft pas droit, il eft clair 
qu'on peut mener de part & d'autre du diametre AP 
deux différentes lignes 4ÆE qui faffent. avec ce diame- 
tre des angles égaux à l'angle donné K ; & qu'ainfi on 
pourra toûjours avoir deux folutions différentes, en ob- 
fervant que fi l'une des deux lignes ZE tomboit fur Ja 
tangente AL, le diametre donné Æ4P fatisferoit lui- 
même à la queftion. Mais forfque cet angle K eft droit, 


comme lon ne peut mener qu'une {eule ligne À4E qui 


fafle avec le diametre ZP un. angle droit, il s'enfuit 
qu'on ne peut avoir alors qu'une folurion ; & qu'ainf * 
le diametre cherché fera l'axe. 

Ii eft à remarquer que les deux diametres BQ, BO, 
qui fatisfont au Problème , lorfque l'angle donné X n'’eft 


pas droit, font femblablement pofés de part & d'autre 
Bi 


* Art. 14. 
7 20. 


* Art.1xr. 


{T 20. 


* Art.22, 
7 23. 
* Art. x9. 


Fc. 8. 


F1G. 9- 


Art. 23: 


Fi1G. rO: 
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de l'axe 4P, & que leurs parametres font égaux : ce 
qui fe voit par la conftruétion même, en fuppofant que 
le diametre donné ÆP foit l'axe , & en menant deux 
différentes lignes 4E, AE de part & d'autre. Car les 
triangles rectangles AL M, AL M, & ADO, ADDQ 


. étant vifiblement égaux & femblables entr'eux, Nes lignes 


* Art, 19. 


RIGAANT. 


AD, 4D;D9Q, DO ;leurs moitiés BO, BQ; & les 


donnees 04, bte À feront égales entr'elles ; * & par con- 
fequent les parametres le ÉLont aufli. 


CC ROLE MERE: 


28. Ï: eft donc évident, 1°. quil ny a qu'un feul 
diametre qui fafle avec fes ordonnées des angles droits ; 
& qu'ainfi il ne peut ÿ, avoir qu'un feul axe. 22. Qu on 
peut toujours trouver deux différens diametres, qui faf- 
fent avec leurs ordonnées des angles égaux à _ angle 
donné, lorfque cet angle n'eft pas droit : ; que ces deux 
EP pal Crime pofés de part & d'au- 


tre de l'axe, & qu'ils auront des parametres égaux. 
P: RC PO: SIP ON: VIEIL: 
Problème. 


29: U N diametre étant donné avec la tangente qui pale 
par [on origine, fon parametre ; décrire la parabole par un 
mouvement continu. 

PREMIERE MANIERE. 

Si le diametre donné étoit l'axe, on la décriroit felon 
l'article 4° ; mais lorfqu'il ne left pas, foit AZ O le dia- 
metre donné, & I MS Ia tangente qui pañle par fon 
origine M. Cela pofé. 

On prendra fur le diametre MO prolongé au delà 
de fon origine M, la partie M D égale au quart de fon 
parametre ; & on tirera une perpendiculaire indéfinie 
D E à MD. On menera MF qui fafle avec la tangen- 
te l'MS un angle F MT égal à l'angle OMS ; & ayant 
puis MF égale” à MD, on dédie felon la défbiton 


A Ro ----H///Y/Y/Y/Y;>;JÎOvyvy>y>v>v|V-v-o-opop-——- — à EL ! 
—————————————— 














TE 


Dec a zPB AR AMBOL:E: 1e 


premiere, une parabole qui ait pour direétrice la ligne 
D'E, & pour foyer le point F. Je dis quelle fera celle 
qu'on demande. A 

Car, 1°. La ligne TO étant perpendiculaire à la di- 
reétrice DE, fera parallele à l'axe ; & par conféquent un 
diametre felon la définition 7°. 2°. La ligne T MS fera * 
tangente en M. 3°. Le parametre du diametre A0 


fera * quadrupule de MF. 
SECONBE MANIERE. 


Soit À P le diamettre donné, & L AL la tangente qui 
pafle par fon origine 4. Cela potfé. 

Ayant pris fur le diamettre 4 P prolongé au delà de fon 
origine À la partie 4 G égale à fon parametre, & mené 
une droite indéfinie DGD, qui fafle avec 4G l'angle 
AG D égal à l'angle G AL pris du mêine côté; on fera 
mouvoir une ligne droite indéfinie D M le long de GD 
toujours parallelement à 4G, en entrainant par fon ex- 
trèmité D le coté D À de l'angle D 4 M égal à l'angle 
GAL, & mobile par fon fommet autour du point fixe 
Æ. Je dis que l'interfeétion continuelle A7 de la ligne 
D M &. du.coté 4M décrira dans ce mouvement la 
parabole qu'on demande. 

Car menant MP paralleleà 4 L, les lignes WP, GD 
feront égales entrelles , puifque l'angle 4 P M ou GAL 
étant égal à l'angle 4 G D, elles feront également incli- 
nées entre les paralleles G P , D M. Or les triangles 4AGD, 
MP À font femblables : car l'angle MP 4 ou GAL eft 
égal à l'angle 4G D ; & l'angle P M 4 ou MAL égal à 
l'angle GAD , puifque retranchant des angles égaux 
GAL, D AM, le même angle D AL, les reftes doivent 
être égaux. On aura donc 4G.GD ou PM::P M. AP, 


 & partant GA4x AP = P M ; d'où eftil clair que P M eft” 
une ordonnée au diametre À P ‘qui a pour origine le 
point 4, pour tangente la ligne LL, & pour parame- 
tre la ligne AG. Ce qu'il falloit démontrer. 

S1 le diametre 4P étoit l'axe, alors les lignes GD, 


PAtts DS. 


* Art, 18. 


Fr. 12. 


* Art. 19. 
at. 


Fre, 133 








à #0 tm + 


FiG, 14, 


* Hp. 
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AL, feroient paralleles , & la démonftration devien: 
droit plus facile ; car l’on voit tout d’un coup que GD 
cft égale à PM, & que les triangles retangles 4GD, 
TP À {ont femblables ; d'où il fuit 4G. G D ou PM:: 


PM. AP. Donc AGx AP—PM, &c. 
P'R'O*P O STE TON VIDI 


Problème. 


SRE U N diametre À P étant donné avec fon parametre, € 
la tangente À L qui pale par l'origine À de ce diametre ; trou- 
Ver autant de différens points que l'on voudra de la parabole, 
ou (ce qui cf? la même chofe) la décrire par plufieurs points. 


PREMIERE MANIERE. 


Ayant pris fur le diametre 4P prolongé au delà de 
fon origine À, la partie 4G égale à fon parametre, 
divilé 4G en deux parties égales au point D , & mené 
une ligne droite indéfinie 4 F perpendiculaire à 46G'; 
on décrira d'un point € pris partout où l'on voudra fur 
D À prolongée indéfiniment du côté de 4, comme 
centre, & du rayon CG, un arc de cercle P F qui cou- 
pera le diametre ÀP & fa perpendiculaire 4 F en deux 
points P, F. On menera par le point P une parallele 
MP M à la tangente AL, fur laquelle on prendra de 
part & d'autre les parties P M, P M, égales chacune à 
AF, On trouvera de la même maniere autant de cou- 
ple de points A que l'on voudra; par lefquels on fera 
pañler une ligne courbe M 4 M qui fera la parabole qu’on 
demande. 

Car tous les arcs P F paffant par le même point G'; 
& ayant leurs centres fur la ligne G 4 prolongée, sil 
eft neceflaire du côté de 4, auront pour diametres les 
lignes GP ; & par conféquent la proprieté de ces cercles 

< 2 


donnera toùjours AF— GAx AP. Mais chaque PM 
eft * égale à fa correfpondante 4F, & de plus parallele 
à 
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à a tangente ZL qui pañle par l’origine 4 du diametre 
AP;elle fera donc * ordonnée à ce diametre. C’eft 
pourquoi la Parabole. qu'on demande, doit pañler par 
tous les points A7, trouvés comme l’on vient d’enfei- 
ner, 4 
Il eft vilible qu'on peut fe tromper en traçant les par- 
ties de la Parabole, qui joignent les points trouvés; 
mais on voit en même temps que l'erreur ne peut être 
fenfible, lorfque ces points font fort près les uns des 
autres. Ceux qui ont befoin de décrire fouvent des Sec- 
tions Coniques, préferent ordinairement cette. méthode, 
de les décrire par plufieurs points ; parce que les ma- 


Art. 19, 
> 27, 


chines dont on fe fert pour les décrire par un mouve- 


ment continu, étant compofées , font fouvent fautives, 
& peu exaétes dans la pratique. | 


SÉÈÉeONDE MANIERE. 


Ayant mené par un point quelconque L de la tan- 


gente AL, une parallele indéfinie L E au diametre AP; 


on prendra fur cette ligne & fur le diametre AP pro- 
longé au-delà de fon origine 4, les parties LE, EE, 
EE, &c. AF,FF,FF, &c. toutes égales entrelles, 
& de telle grandeur qu'on voudra. On marquera fur LE, 
le point #7, en forte que L M foit troifiéme proportion- 
nelle au parametre donné du diametre 4P, & à la par- 
tie ÂL de latangente. On tirera enfin des points 4, M7, 
les lignes AE, AE, AE, &c. MF, MF, MF,&c;Jje 
dis que les points d'interfection N, N,N, &c. de cha- 
que ÂE, avec la correfpondante MF, feront tous à Îa 
Parabole qu’on demande. 

Car menant par le point marqué M7 , & par l'un des 
points trouvez ÎV, les lignes MP, NO, paralleies à la 
tangente À L, & nommant 4P, x; P M ou AL, y; 
AQ,u; ON, x; les triangles femblables NO 4, AL'E, 


Rs ? 


& MPF,NOF, donneront ces deux proportions, { N 
(x). OA (a):: AL(y). LE ou 4AF——. & MP 


47 


C 


ErG, rs: 








P Art: 19. 
g7 21. 

* Art, 8. 
g7 20. 
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() PE où 224 Re ee) :: NO (x). OF ou 
Q A+ AF(#+<) D'où en multipliant les Extré- 
mes & les Moyens, lon forme l'égalité y HT — 
xx+uy ; & effaçant de part & d'autre z2y, & multi- 
pliant par x, 1l vient #yy = xxx, qui fe réduit à cette 
AULRe HAS 
proportion, AP (x). AQ(a):: MP (yy).NO (xx). 
Or par la conftruction, le quarté de AL ou de PM, 
eft égal au reétangle de Îa partie 4P du diametre don- 
né, par fon parametre. Cette ligne P A7 fera donc* une 
ordonnée au diametre 4P; & par conféquent 9 N_en 
fera * une autre. Ainfi le point N fera l'un des points de 
la parabole ,aui tombent d'un côté du diametre 4P: 
pour les avoir de l’autre, il n'y a qu'à prendre fur les 
droites indéfinies LE, ÀF, les parties égales LE, EE, 
&c. AF,FF, &c. de l'autre côté des points L, À. 

Si au lieu du parametre du diametre 4 P que l’on fup- 
pofe ici donné, l’on avoit un des points 7 de la para- 
bole; ce qui arrive fouvent: il n'y auroit qu'à mener par 
ce point une parallele indéfinie LE, au diametre AP, 
& achever le refte comme cy-deflus. 
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LIVRE SECOND. 
De l'Ellipfe. 


DE FINITIONS. 
Je 


Y'ANT attaché fur un plan les deux bouts d’un fil Fre, ré: 
FMf,en deux points F, f, dont la diftance F f foit 
moindre que la longueur du fil, on fe fervira d'un file 
M, pour tenir ce fil toujours tendu; & conduifant ce 
file autour de ces deux points, en forte qu’il revienne au 
même point d'où il éroit parti: ce ftile décrira dans ce 
mouvement, une ligne courbe , qui fera nommée E//ipfe. 


2e 
Les deux points fixes F, f, font nommés les deux 
Foyers. 


; à 

La ligne 44, qui pañle par les deux Foyers F,f,& 
qui eft terminée de part & d'autre par l'Ellipfe, eft ap- 
pellée le premier ou le grand Axè. 


4.. 

Le point C', qui divife par le milieu le premier Axe 
Aa, eft nommé le Cenire de l'Ellipfe. 

La ligne B £, menée par le centre €, perpendiculai- 
tement au premier Axe À #, & terminée de part & d'au- 
tre par l'Ellipfe, eft appellée le /écond ou le petit Axe. 

6 


Les deux Axes 44, Bb, font appellez enfemble, Cox- 
jugués : de forte que le premier Axe A4, eft dit conjugué 
au fecond B 4; & réciproquement le fecond B b ;-conju- 
gué au premier À. 


7. 

+ Les Îrgnes MP, MK , menées des points M de l'El- 

lipfe parallelement à lun des Axes, & terminées par 
Ci) 








F 1 G, 17. 


Frc, 16. 
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l'autre, font appellées Ordonnées à cer autre Axe : ainfs 
MP eft Ordonnée à l’'Axe Az, & MK à l’Axe B&. 

8 / 


La troifiéme proportionnelle aux deux Axes, eft ap- 
pellée Parametre de celui qui eft le premier terme de Îa. 
proportion. Ainfi fi l'on fait comme le premier Axe A4, 
eft au fecond Axe B#, de même le fecond B6, à une 
troifiéme proportionnelle p; cette ligne p fera le Parame- 
tre du premier Axe. : 


| 9. 
Toutes les lignes droites qui paflent par le centre C' ; 
& qui font terminées de part & d'autre par l'Ellipfe , font 
appellées Diametres. 
10. 

Une ligne droite qui ne rencontre T'Ellipfe qu'en un 
feul point , & qui étant continuée de part & d'autre, n'en- 
tre point dedans, mais tombe au dehors , eft appellée 
T'angente en ce point. 


“REMARQUE. 


31: S I l’on conçoit que les deux foyers F', f, &le cen- 
tre C’ fe reüniffent en un feul point ; il eft vifible que l'EI- 
lipfe fe changera alors en un Cercle qui aura pour raion 
la droite C' M, égale à la moitié de la corde C AC’, at- 
tachée par ces deux bouts au point C’, qui en fera le 
centre. On pourra donc confiderer un cercle comme une 
efpece particuliere d’Ellipfe , dans laquelle la diftance des 
foyers eft nulle; de forte que tout ce qu'on démontrera dans 
la fuite de l'Ellipfe , telle que puiffe être la diftance de ces 
deux foyers, fe peut aufli appliquer au cercle, en fuppo- 
fant que cette diftance devienne nulle. | | 


COROLEAIRE *E 


3 Ze Ï. fuit de la définition premiere, que fi Fon me- 
ne d'un point quelconque M de l’Ellipfe , aux deux foyers 
F, f, les droites MF, Mf; leur fomme fera toujours la 
même. 


De L’ELLIPSE: 2 1. 
CORO' LIL AIRE: UT: 


23. Lorsour le point M tombe en À, il eft vifi- 
ble que MF devient 4F, & que Mf devient 4f: de 
même lorfque le point 7 tombe en *, il eft encore vi- 
fible que MF devient 4 F, & que Mf devient #f. On 
aura donc ÂAF+ Af, où 2AF+ Ff— 4x F+a4f, ou 
24f+fF ; & partant AF—4/f. D'où il fuit: 

1°. Que la fomre des deux droites MF, Mf,eft 
toûjours égale au #premier axe Az, puifque Mf+ MF 
= Af+ À F= Af-+f a. 

29. Que la diftance Ff des foyers , eft divifée en deux 
parties égales par le centre C', puifque C 4—4F ou 
CF=Ca—af ou Cf. 


GXORTOÏL TE AIR EG EIT. 


34 \, de l’extremite B du fecond axe B 4, l’on mene 
aux deux foyers F, f, les droits BF, Bf; il eft clair que 
les triangles rectangles BCF, BCf, feront égaux; & 
qu'ainfi l’hypothenule B F, eft égal à l'autre hypothe- 
nufe Bf: & par‘conféquent BF, ou Bf—C 4 ou C4, 
puifque * BF+B f— Aa. On prouve de même que F4 
ou #f—€C À ou C 4. D'où l'on voit: 


* Art, 33- 


10, Que le fecond axe B£ eft divifé en deux parties | 


égales par le centre C ; car les triangles reétangles FC B, 
FC feront égaux, puifqu'ils ont des hypothenufes éga- 
les FB, F4, & le côté FC commun. 

2°, Que le fecond axe B£ eft toüjours moindre que 


le premier Az; puifque fa moitié B C étant l'un des cô- - 


tez du triangle reétangle BCF, fera moindre que fon 
hypothenufe B F, qui eft égale à la moitié C À du pre- 


imier axe A a. 


* 3°. Que fi l’on décrit de l’une des extremitez B du. 


petit ou fecond axe B4 comme centre , & du raion 


B F égal à C 4, moitié du pfemier ou grand axe 44%, 


un cercle ; il coupera ce grand axe en deux points Ff; 
qui feront les deux foyers de l'Ellipfe. 
E 14 








* Arts 34. 


É IG, 16: 


22: LIVRE: S'EICO ND: 
COROLLA TRE MEN 


2 5: L Es mêmes chofes étant pofées, fi l’on nomme 
CAou BF,t; CF, m; le triangle re&angle BC F don- 


2 
nera BC—r:— mm. Or AF—=7r—m, & Fa—=1i+m, 
& partant AFx Fa—1it— mm, D'où il eft évident que 
le quarré de la moitié CB du petit axe B4, eft égal au 
rectangle de À F par Fa parties du grand axe A4, pri- 
fes entre l’un des foyers F, & fes deug extremités 4, #. 





GYORLO LL A TRES 


36. Ï: fera facile à préfent de décrire une Ellipfe dont 
les deux axes Aa, B6, font donnez. Car ayant trouvé * 
fur le premier ou grand axe A4, les foyers Ff, on at- 
tachera dans ces points , les extremirés d'un fl FA, 
dont la longueur égaleta celle de cet axe ; & ayant dé- 
crit par le moyen de ce fil, une Ellipfe comme l'on a 
enfeigné dans la définition premiere, il eft évident qu'elle 
fera celle quon demande. 


PROPOSITION I. 
Theorème. 


37° S,; l'on mene l'ordonnée M P au premier ou grand axe 
Aa, @ quon prenne [ur cet axe la partie À D'égale a MF, 
Je-dis que CA. CF:: CP. CD. | 

Ayant nommé, comme auparavant les données C' À; 
t, CF, m; & de plus les indéterminées € P, x; PM,7;. 
& l'inconnué C'D, x; il peut arriver deux différens cas. 

Premier cas. Lorfque le point P tombe au-deflus du 
centre €. Comme PF eft toûjours moindre que PF; il 
s'enfuit que MF ou 4D fera moindre que MF ou a D; 
c'eft pourquoi ÀAD ou MF—1r—2x, a D ou Mf— 
+ x, FP =m— x ou x m(felon que le point Ptom- 
be au deffous ou au deflus du foyer F), Pf=x+m. 
Or les triangles reétangles MPF , MPfdonnent # 





DÉrtCn EEE LT PSE, 23 
2 ÉTHAL—=YYHMM — 2MXHNX ÊT Ét + 2124 
ZL—=YY+MMHIMXTE XX. Donc fi l'on retranche pat 
ordre chaque membre de la premiere’ égalité de ceux 
de la feconde, on aura 4#x=—4m x ; d'où l'on tire CD 
sn © 
HOT 
Second cas. Lorfque le point P tombe au deffous du 
centre C. Comme P F eft toûüjours plus grande que Pf, 
il s'enfuit que MF ou AD, fera plus grande que Mf 
ou 4 D : c'eft pourquoi 4 D ou MF==:+x, «D ou 
Mf—=1t—x, PF=x-+m, Pf—x—m où m—x(fe- 
lon que le point P tombe au deffous. ou au deflus du 
foyer f.). Or les triangles rectangles MP F, MPFf, don- 
nent 2/ + 2/2+ 44 VW) + MM+2MX + XX, À 
ti—212+224—=Yy+mm—2mxt+xx. Donc fi l'on 
retranche par ordre chaque membre de la feconde éga- 
lité de ceux de la premiere, on aura 444 — 4m x ; d’où 


nn X 


l’on tire encore C D(x)—"". Par conféquent en l’un 


éclautre Cas, Oonsaura C4 (2), -CF{m):: CP (&). 
CD(X). Ce qu'il falloit démontrer. 


GSO:R<O: LT A I:R\E: 


38. L eft donc évident que fi l'on nomme Îles données 
CAouCz#;,1;C Fou Cf, m; & l'indéterminée CP , x; 
on aura toujours WMF=—= 1— _ .& Mf=14 — , lorf- 
que le point P tombe au- deflus du centre C : & qu'au 


contraire on aura MF=—1+—, & Mf—1——, lorf 


quil tombe au- deffous. 
PRO RO SIT EON” TT 
Theorême. 


3 9: É E quarré d'une ordonnée quelconque M P a l'axe À a, Fos 
ef au rettangle de À P par Pa, parties de cet axe, comme le | 
quarré de fon conjugué Bb, cf au quarré de l'axe À a. _ 








KA. Dre 


* Art, 35. 


# Art, 39. 


Fc. 18. 


© 19, 


'Art:30, 


24 LIVRE SECOND. 

IT faut Prouver que PM.APxPa::Bb. Aa 

Les mêmes chofes étant pofées ainfi que dans l’article 
précédent , filon met dans l'égalité 24=# 2 F X + XX = YY 
+MmMmÉELMXHX X ,QUE l'on a trouvée * par le moyen 
du triangle rectangle M PF, %la place de x fa valeur 


is X 


— , on formera toûjours celle-ci 44yy—#—11xx— 
NMMIIHMMAX, xx , laquelle étant réduite à une propor- 


tion , donne > PM(yy).. AESES (t8 — xx):: B C*: 
(ii— mm). C A(#t): :B b.Â a. . Ce qu'il falloit démontrer: 
COROLLAIRE Î. 


. 4O: ,, lon mene une ordonnée 7 K à l’autre axe 
B6, lequel j'appelle 2c, il eft clair r qué ME CHE), 


& que CK— PF My) Or * P M (y). AP xPz 
(2é— xx): . Bé(acc). Aa (art). Et partant 4cc 
XX—4CCII—4tiyy 5 Ce qui donne cette PEOPOrHON: 
MK(x x). BKxKb(cc—yy):: Aa (art) Bé 


(cc). 

C’eft-à-dire que le quarré d'une ordonnée quelconque 
IV K à l'axe B 4, eft au rectangle de BK par Kb parties 
de cet axe, comme le quarré de fon conjugué 44, eft 
au quafré de l'axe B 4. 


COROLLAIRE FONDAMENTAL. 
AT. S; l'on nomme l’un ou l’autre axe A4; 255: fon 
conjugé B6,2c; fon parametre p ; chacune de fes or- 


données PM. y 3 chacune de fes parties CP prifes en- 
tre le centre & les rencontres des ordonnées, x; on 


aura * toñJours P M(yy). AP x Pa(tit—xx):: :B 6 


(4ce). À 2 (441)2%pe 87 À (252) RObARe felon la déf- 
nition du Parametre , 4 4 (214). Bb(2c)::B4(a2c). 


? 1". D'où en multipliant d’abord les extrêmes & 





les moyens de Îa proportion yy.45— xx::400 4tr, & 
enfuite 


DE L'ELLrPSE. 2$ 

enfuite de l’autre yy.##—xx::p. 25. l'on tire yy—cc 
CCxx ! pxx + 7 

y &yy—=:pt—— Or comme cette proprieté 





tt 
convient également à tous les points de l’'Ellipfe , & 
qu’elle en détermine la pofition par rapport aux deux 
axes conjugués A4, B6$ il s'enfuit que l'équation yy 
©, exprime parfaitement la 





BE CCXx< LES 
PU ROUE Pie 
nature de l'Ellipfe par rapport à fes axes. 


CoOROLLAIRE III. 


2e S; l’on mene deux ordonnées quelconques MP, 


NO à l'axe Aa; leurs quarrés feront entreux comme 
les rectangles APxP 4x, AO %x Ou, des parties de cet 


axe, faites par la rencontre de ces mêmes ordonnées ; 

ca * Bb. Aa :: PM.APxPu:: QN.AO%x0 4 Et 

partant P M.ON::APxPa. AQ%0 4. | 
COROLLAIRE IV. 


43: S: l’on mene par un point quelconque P de l'un 
des axes conjugués 44, une parallele M M à l'autre 


axe Bb; elle rencontrera l'Ellipfe en deux points M, M, 


. également éloignés de part & d’autre du point P, & non 
en davantage. Car afin que les points M, M, foient à l'El- 
lipfe, il faut * que les quarrés PM / y) prife de part & 
d'autre de l'axe 44%, foient égaux chacun à la même 


CCXX 


quantité CC————. 
CoROLLAIRE V. 

44]: fuit de ce que YY=CC— —— , que plus C P 
(x) prife de part & d'autre du centre C augmente 
plus chaque otdonnée P M (y) prife de part & d'autre 
de l’un ou de l’autre axe Zz, diminué ; de forte que CP 
(x) étantégale à C 4 ouCz( +), chaque P My) devient 
alors nulle ou zero : & qu'au contraire plus C'P(x) de- 


vient petite, plus auffi chaque ordonnée P M C y) prife 





* Art, 39j 


* Art. AY; 


* Art. 4x3 








* Art. AI, 


* Art, 45° 
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de part. & d'autre de l'axe 4 4 augmente; de forte que 
CP{(x) devenant zero, chaque PM{(y), qui eft alors 
CB ouC&(c), fera la plus grande dés ordonnées. D'où 
il eft clair. 

10, Que fi l'on mene par les extremités B,4, de l’un 
des axes conjugués , des paralleles à l’autre; elles feront 
tangentes eñ Ces points. 

20, Que FEllipfe s'éloigne de part & d'autre de plus 
en plus de l’un ou de l’autre axe 44, en commençant par 
l’extremité 4 ; jufqu'à ce qu’elle rencontre fon conjugué 
B 2 ; après quoi elle va toûjours en s’approchant du mème 
axe A4, jufqu'à ce qu'elle le rencontre en fon autte ex- 
tremité w. 

COROLLAIRE. VI, 


45], fuit encore de ce que *yy= cc, que fi 
l'on prend les points P, P ; également éloignées de part 
& d'autre du centre C ; les ordonnées P M, P M, feront 
égales. D'où il eft évident que fi une ligne quelconque 
MA, terminée par l'Ellipfe, eft coupée en deux égale- 
ment par l’un des axes conjugués B.4% en un point K au- 
tre que le centre ; elle fera parallelle à l’autre A4. Car 
menant les paralleles A7P , MP, à l'axe Bb, la ligneP P 
fera divifée par le milieu en €, puifque M M left en K ; & 
partant les ordonnées P M, P M feront égales. La droite 
M M fera donc parallele à Faxe 44. 


COR OLLAIRE VIE 


46.8 i l'on conçoit que le plan fur lequel l'Ellipfe eft 
tracée, foit plié le long d'un des axes B 4, en forte que 
fes deux parties fe joignent ; il eft clair que les deux 
demi-Ellipfes B 44, Bz6, tomberont exaétementl’une fur 
l'autre; fçavoir, les points 4, M, &c. fur z, M, &c. puif- 
que* toutes les perpendiculaires 4 4, M M &c. à cet axe, 
font coupées par le milieu aux points € ; K, &c. D'oùil 
eft vilible que l'Ellipfe eft coupée parles deux axes en qua: 


? D'E° PEL LI?PS E 27 
tre portions parfaitement égales & uniformes , qui ne difè- 
_ tent entr’elles que par leur fituation. 


PR OP O: SIT TON .IIL 
Theorême. 


47 S 1 l’on mene par l'une des extrémités À de l'un des 
axes A a, une ligne droite quelconque À M dans l'un des an- 
glesaAL,aAL, fuites parcet axe, @ par la ligne LA L 
parallele à fon conjugué BD ; je dis qu'elle rencontrere l'EI- 
dipfe en un autre point ME, 

Ayant pris fur 4 L de part ou d’autre du point À, la 
partie 4 G égale au parametre p de l'axe 44, & tiréG F 
parallele à cet axe, & qui rencontre la ligne 4 M (pro- 
longée, s'il eft neceffaite ) au point F, on prendra fur la 
ligne 4 L du même côté où tombe la ligne 4 M par rap- 
port à l’axe 4 x, la partie ÂL égale à GF, & ayant tiré 
par l'autre extremité + de l’axe A4: la droite # Z ; je dis 


FrG, 20: 


que le point AZ où elle coupe la ligne 4 M, eft à l'Elli- 


DEA AMR- 0: | | 

. Car menant MP parallele à 4 L,.& nommant: les con 
QuËs A 4,21; AG,p; GF ou AL ,42; & les inconnués 
CP:x;P M, y; les triangles femblables 4GF, MP À, 
& L A4, MP4,donneront 4 G(»).GF(2)::MP (y). 
A P Ctx)= "2 Et AL (a). Aa (21) ::PM(y).2P 


———. E y: | Le A ® 
(+x)= "2. Et par conféquent on aura toüJours 





APxPa(st—xx)—" e =, foit que le point P tombe au 
deflus où au deflous du centre €; d’où lon tire JY—= 
M — =, La ligne P Mfera donc *une ordonnée à l'axe 
Aa ; & partant le point M fera à l'Ellipfe MA42M. Ce 
qu'il fallait démontrer: ‘: : | | < 

PH CO RON LATRE 


48: Dés -on- voit comment un axe /4 d'une 
Elliple AA étant donné avec fon parametre p, & 
Di 


* Art, 4T: 
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ayant mehé par l’une des extremités À de cet axe, une 
ligne droite quelconque 4 M dans lun ou l'autre des 
angles 4 AL, #« AL, fait par cet axe, & par la ligne 
L AL parallele à fon conjugué B£ ; on voit, dis-je, ce 
qu'il faut faire pour trouver fur cette ligne le point 4 où 


elle rencontre l'Ellipfe M 4 M. 


COROLLAIRE Il. 


49. Ï L eft évident qu'il n'y a que la ligne L AL pa- 


_ rallele à axe B4, qui puifle être tangente de l’Ellipfe 


E1G, 20: 


ë Art. 4$. 


M AM au point 4, l’une des extremités de fon conju- 
gué A4; puifqu’il n’y a que cette feule ligne , qui paffant 
par le point 4, & étant continuée de part & d'autre, ne 
la rencontre en aucun point, & n'entre pas dedans. 


PROPOSITION IV. 
Theorême. 


30e T OU s les diametres comme M Cm, font coupés en 
deux également par le centre C, € ils ne rencontrent l'Ellipfe 
qu'en deux points M, m. 

Ayant mené l’ordonnée MP, & pris Cp égale àCP, 
fi l'on mene la perpendiculaire p # terminée en # par la 
droite MC m ; il eft évident que les triangles CPM, 
Cpm font femblables & égaux, & qu'ainfi CM eft égale 
à Cm, & P Mà pm.Or comme * les ordonnées qui font 
également éloignées de part & d'autre du centre C’, font 
égales entr'elles, & que P M eft une ordonnée, il s'enfuit 
que pm fera aufli une ordonnée ; & par conféquent que 
le point » eft à l'Ellipfe. à 

De plus il eft vifible que fi l’on imagine une parallele 
à l'axe B5, qui fe meuve de € vers 45 la partie de cet- 
te parallele renfermée dans l'angle AC M, ira toujours 
en augmentant à mefure que C P croit, & qu'au con- 
traire la partie de cette parallele, renfermée entre le 


quart d'Ellipfe 4218 & l'axe CA, c’eft-à-dire, Fordon- 


D'# +5 EL LISE. 29 
-hée PM* ira toûjours en diminuant ; d'où il fuit que * 4.44. 
la ligne droite € M qui pañle par le centre, ne rencon- 
tre l'Ellipfe qu'en un point M du même côté de l'axe; 
& il en eft de même pour le point # pris de l’autre côté. 
Donc, &c. 
DE FINITIONS. 


11. 


Silon mene par un point quelconque M de l'Ellipfe, Fi. 2r: 
un diametre MC» , une ordonnée AP à l’un ou l’autre © 22: 
axe Aa, & une ligne droite MT, en forte que CT foit 
troifiéme proportionnelle à CP, C 4 ; le diametre S C's 
parallele à MT, eft appellé Dizmetre conjugué au diame- 
tre Mm ; & réciproquement le diametre M m eft dit con- 
jugué au diametre S s: de forte que les deux enfemble 
font appellés Diemeires conjugués. 


12. 


Toutes les lignes droites menées des points de lEI- 
lipfe parallelement à l’un de ces deux diametres, & ter- 
minées pat l'autre , font appellées Ordonnées à cet autre. 
Ainfi NO parallele au diametre Ss, eft Ordonnée à fon 
conjugué Mm. 

13. 

La troifiéme proportionnelle à deux diametres conju- 
gués , eft appellée Paremetre du premier de la propor- 
tion. Ainfi la troiliéme proportionnelle à My», Ss, eft 
appellée Parametre du diametre M». 


COROLLEZAIRE. 


ST: S : l’on nomme la donnée C4, ?; & les indé- 
terminées CP, x, PT ,5s ;ileft clair , felon la définr 
tion 11° que CT(x+s)——; & qu'ainfi sx=ét—xx 
—/APsP 4. 


Di 








K Art. SI. 


Æ Art, 42. 


* Art, 47. 
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PROPOSITION: V. 
Theorème. 


5 2° S 1 l'on mene par les extremités M,S, de deux dia- 
metres conjugués Mm,Ss, deux ordonnées M P,SK,24#n 
axe Aa:je dis que PA partie CK de cet axe, prife entre le 
centre € La rencontre de l’une des ordonnées S K ef? moyenne 
proportionnelle entre les deux parties AP, Pa, faites par la 
rencontre de l'autre craonnée M P. 


II faut prouver que CK—APxPa 

Ayant nommé les connuës C'4,#;,CP,x;3PT, s 5 & 
linconnuë C K, "; on aura APR Parti LX == ke 
& AKxKa—ti—-mm—=sxexx—mm en mettant 
pour £4 fa valeur xx+5x. Cela pofé , la proprieté dé 
| l'Ellipie * c donnera APx% se AK%xK a(sx-+xx—mm) à 


PM.KS:: TP (ss). K (mm). à caufe des triangles 
femblables TPM, és D'où l’on tire en multipliant 


les extrèmes & les moyens , & en tranfpofant à l'ordi- 


£ +2 SxXXHSSx à 
naire, CK(mm)=— sx APxP 4x. Ce quil 


falloit démontrer. 








COROLLAIRE. 


5 3: Pro ncr CRE EXX, il s'enfuir que CAS 
CKou AKxKa=xx. Or* CA(+ NERrs es 
AKXK a (xx). SK—°<== Et Re & RecN 
APxPa(ti— xx). LPM—cc— ——. De plus à caufe des 
ose reétangles CPI, OK sp on aura le joe CMou 





ra Mes 2 en CMOS; rx ro 

C’eft à dire que la fomme des quarrés de deux diametres 
conjugués quelconques Mm, S5, eft égale à la fomme 
des quatrés des deux axes A4, Bb. 
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PR O 2:00 S ETI ON - VIT 
Theorème. 


54° L E quarré d'une ordonnée quelconque ON 4x diu- 
metre M m, eff au reitançle de M O x Om fait des parties de ce 
diametre; comme le quarre de [on conjugué S s, ef? au quarré du 
mème diametre M m. 
Il faut prouver que ON.MO xO m:: Ss Mn. Fic. 2r: 
Ayant mené les paralleles NO, OH, à l'axe B4,& © 22: 
la parallele O R à fon conjugué 44, qui rencontre au 
point R l’ordonnée NO prolongée , s'il eft neceffaire ; 
on nommera les données CP, x:5 PM,9;C A, ::5PT, 
s ; & les indéterminées HO oOuUOR,4; CH ,b; & on 
aura à caufe des triangles femblables CPM,CHO, & 
MPT, NRO, ces deux proportions CP(x).P M(y):: 
CH(b).HO0 ouRQ—="1 ETP(s) PM(y)::0R 
(a) RN=°"2. Cela pofé. 
Puifque (fg. 21.) NO eft toüjours la difference de 
RO(T),RN(*), & COQ la fomme de CH(6), 
H Q (4 ), lorfque le point N tombe entre Îles points 
M, S,oum,s;& qu'au contraire { fa. 21.) N O eft toû- 
jours la fomme de R O0, RN, & CO la difference de 
CH, H 0, lorfque le point N tombe par tout ailleurs : 


__bbyy., 2abyy ; aa) | 
on aura NO, & CO—ua 


— ; 2 4b - 
2-24 6+b b;{cavoir — — & + 2 4 b dans Île premier cas, 


: 24 b 1 
& au contraire +27 & — 2 4 4 dans le fecond cas. Or* * Art. 42: 


AP x Pa (ri—xx). AO x Ou ou CHECD (t—4at2ab—bl) 
:PM(y5). ON=— TT ES CO 


Ll—%Xx 
parant enfemble ces deux valeurs du quarré de NO, 
7 bb by: | 
on formera légalité —7+227, 277 
MT s X s 5 





ee ee 
mn 


FtYy——44yÿ EE 2abyy;—bhyy - ; 
5 7”, dans laquelle effaçant d’une part 








* Art. SY. 


NArt, $2; 


* Art. So. 
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24ab 
le terme + #2 & de l’autre le terme + 227? 





—— qui lui eff 
égale, puifque*sx—1#— xx, & divifant paryy, il vient 


bb a 4 tt—4aa— bb 








x x SSP EN EX ? 
Si l'on multiplie par xx, & qu'on tranfpofe 44, on 
NOTE" aux  ttxx—naxx—bhtrt ŒRSE 
OUVELA ——— OÙ = ——© ; & multipliant 


le premier membre par ss5xx, & le fecond par le quarré 

de s1— xx valeur de sx (ce qui fe fait en multipliant 

fimplement le numérateur par #4— xx) on aura #4 x— 

Pixx—aattx x —hbit—sixt<auxt+bbtixx;doù 

en effaçant de part & d'autre z4xf, tranfpofant #zitxx, 
mr D ——— 2 

& divifant par #2xx, l'on tirera H 0 ou OR(44) 


bbhtt 
ti XX kb b— —. 


Maintenant fi l'on nomme le demi diamètre C M ou 
Cm, x on aura à caufe des triangles femblables CPM, 
CHO, cette proportion CP(x). CM(x) :: CH(6). 


CO— _. Etpartant MO x0 m=xx— 2 | = = Or lestrian- 
gles feniblablesOR N, C'KS, donnent O N. AXE OR 
(xx 00 — —_ 0 K* (tt—xx):: MO» O m (ETS) 


* X X 








CM zx). Puifquen multipliant les extrêmes & les 

dioyens, On trouve le même produit. Donc ON.MOx 

Om::CS CM::S5.Mm.Ce qu'il falloit démontrer. 
CoOROLLAIRE GENERAL. 


55 # e eft vifible que ce quon a démontré dans la 
Propolition feconde par rapport aux deux axes 44, 
Bb, s'étend par le moyen de cette Propofition à deux 
diametres conjugués quelconques Mm, S 5. Or comme 
les articles 40, 41, 42,43, 44, 45, 47,48 & 49, fe 
tirent de la feconde Propolition, & fubfiftent également, 
foit que l'angle 4CB foit droit ou qu'il ne le foit pas;il 
s'enfuit que fi l'on fuppofe dans ces articles, que les li- 
gnes Aa, BB ,au lieu d'être les deux axes foient deux 

diametres 


4 : 
Dis :r Er IPS": 33 
diamettes conjugués quelconques, ils feront encore vrais 


dans cette fuppolition : car leur démonftrarion demeurera , 


toûjours la même; & il ne faut, pour s'en convaincre en- 
tierement, que les relire en mettant pat tout où fe trouve 
le mot d'Axe celui de Diametre. 


CoRrRO'LLAtRE" TE 


56. É OMME les articles 44 & 40, fubliftentavec Îa 
même force, lorfque les lignes 44, B&, au lieu d’être 
les deux axes, font deux diaimetres conjugués quelcon- 
ques, tels que My», Ss5il s'enfuit que la ligne MT me- 
née par le point A l'une des extremités d’un diametre 
quelconque Mm, parallelement à fon diametre conju- 
oué Ss, eft tangente en M, & qu'il n y a que cette feule 
ligne qui puifle toucher l'Ellipfe en ce point. 

D'où l'on voit que d’un point donné fur une Ellipfe, 
on ne peut mener qu'une feule tangente, 


G'OROLÉATRELTE 


5 7: D: il eft évident, felon la définition 11e, que 
fi lon mene par un point quelconque’ M d'une Ellipfe, 
une ordonnée 7 P à l'un ou l’autre axe 425 &c qu'ayant 
pris € T du côté du point P , troifiéme proportionnelle 
à CP, CA;,on tire la droite MT : cette ligne MT fera 
tangente en /£. Et réciproquement , que fi la ligne MT 
eft rangente en M7, & qu'on mene l’ordonnée 47 P à l'un 
ou l’autre axe À 4 , les parties CP, C 4, CT de cet axe, 
feront en proportion geomérrique continué. 


COROCILAIRE IV; 


5%: S. l’on imagine dans les définitions 11, 12 & 13, 
& dans les deux dernieres Propofitions , que les lignes 
A4a,Bb, au lieu d'être les deux axes, foient deux dia- 
metres conjugués quelconques ; on verra que ces Pro- 
pofitions feront encore vraies, puifqu'elles fe démontre- 
ront de la même maniere qu'auparavant : comme il eft 
évident par l'infpeétion de la figure 23, où les “ous 


Fic, 23: 
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femblables donnent les mêmes proportions que dans le 
cas-des axes. é:: 

D'où il fuit r°. Que le Corollaire précedent doit en- 
core avoir lieu , lorfque la ligne 44, au lieu d'être un axe, 
eft un diametre quelconque. 2°. Que les diametres con- 
jugués Mm, S s, peuvent être les deux axes dans cette 
fuppolition ; & qu’ainfi on peut regarder les deux axes 
comme deux diametres conjugués , qui font Entreux des 
angles droits. 


BP R:O0 PO SSE ONE VELIT: 
Theorême. 


n . = _—— + —— 
ot 


os 


16. 24 59: S 1 par un point quelconque d'une Ellipfe qui à pour 
centre le point €, l’on tire ane ordonnée M P à l'un des axes 
Aa, @ ume perpendiculaire M G à la tangente MT qui 
pale par le point M: je dis que C P [era totjours à PG en 
raifon donnée de l'axe À a à fon parametre. 
Car nommant le demi axe € À ou C À, #3 & les inde- 


TS tut 
* Ant. 57. ternunées CP, x, PM,y; on aura * CT ——; & par- 
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LE ——XX F 
tant PT". Or les triangles rectangles fembla- 


bles TPM, MPG, donnent TP(=—=) P M({y):: 


X 





PM(y) PG=-—. D'où l'on tire cette proportion 
C P(x). PG( 2) ::APkPa(st — xx). PM (#7). 
Puifqu'en multipliant les extrêmes & les moyens , on 
forme le même produit x yy. Mais le re&tangle AP x P x, 


> Ra enr t * 
* Aït. 41. eft* au quarré P M, comme l'axe 4 x eft à fon parame- 
tre. Donc &c. 


PROPOSITION VIIL. 
Theorênre. | 


RC Co. S: l'on mene par un point quelconque M d'une Ellip{e 
une tangente TMS , aux deux foyers F, f, les droites MF, 
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Mi;je dis que les angles EMT , fM S , eus par ces li= 

gnes de part € d'autre avec La tangente. L MS, font égaux 
CNET CUX. 

Car ayant mené les perpendiculaires FD , fd, fur cet- 

te tangente ; le premier axe 44 qui la rencontre en T, 

& l’ordonnée ÂZP à cet axe , & nommé Îles données 


CAouCa,t;:CFouCf,m;& l’indeterminée C P, x; 
on aura MF* (t—"©). MF(1+7) “LES OCT 


| (=) = CF(m). Tf ou CT(=) + Cf(m). Puifquen 
multipliant les extrêmes & les moyens, on trouve le mé- 
me produit. Or les triangles femblables TFD , Tfd, 
donnent T1’ F. Tf:: FD. fd. L'hypothenufe MF du trian- 
gle rectangle MD F, fera donc à l'hypothenufe 47f du 
triangle rectangle Mdf, comme le côté D F eft au côté 
df; & par conféquent ces deux triangles feront fembla- 
bles. Les angles FMD ,f Md, ou FMT,f MS, qui font 
oppofés aux côtés homologues DF, df, feront donc 
égaux entreux. Ce qu'il falloit démontrer. 


GrORRMO :L:LAMAST RE: 


61. ]): LA 1l eft évident que la tangente TMS 
étant. prolongée indéfiniment de part & d’autre du point 
touchant 7, laifle l’Ellipfe toute entiere du côté de fes 
deux foyers F,f. Or comme cela arrive toûjours en 
quelque endroit de lEllipfe que tombe le point A7, il 
s'enfuit quelle fera concave dans toure fon étenduë au- 
tour de fes deux foyers, & par conféquent auf autour 
de fon centre. Fe 


LRO O SELON: EX. 


Theorême. 


62. S 1 lon mene par l'une des extremités À d'un diame- 
ire Aa une parallele D'AE à [on conjugué BD, laquelle ren: 


contre deux autres diametres conjugués quelconques Mm;,$s, 


EE 


ÉArSSS: 
* Art. V7 


FrG. 26. 








36 LIVRE SECOND. 


* Art. $2. 


* Ait. $4. 


aux points D, E ; je dis que leretlancle de D A par À E, cf 
égal an quarré de la moitié C B du diametre B D. | 

Il faut prouver que D A x A E—C B. 

Ayant mené par les extremités M, S, des diametres 
conjugués Mm, S 5, les ordonnées MP , SK, au diame- 
tre Aa, on nommera les données C A,:#;CB,c; & les 
indéterminées CP, x 5, PM, y ; & on aura *. C K — 
APxPa—tt—xx;8& par conféquent 4Kx%K4ou CA 
—CK—z:%x Or*BC(cc) C A(tt):: MP (yy). 


APxP AouCK "22 EtC A (+1). C B(cc):: AKxKa 





mn se 
(xx). KS— =. Donc en extrayant les racines quar- 


/ ; D È . A 
rées, lon tire CK—", & KS——. Mais les triangles 


femblables CPM, CAD ; & CKS,CAE, donnent 
CP(x). PM(y):: CA(:) AD—=7%.Et CK(=:).KS 


(2) ::CA(G) AE—% Donc D Ax AE=cc=BC 





Ce qu'il falloit démontrer. 


FIG. 27. 


P R*O POSITION X 
Problême. 


6 2 D EU X diametres conjugués ÂAa, Bb, dune Ellipfe 
étant donnés avec une ligne droite MCm gui paffe par le 
centre C; marquer fur cette ligne les points M, m, o2 elle ren- 
contre l'Ellipfe. : | | 

Ayant mené par l’une des extremités 4 du diametre 
Aa, une parallele indéfinie AD, à fon conjugué B4, 
laquelle rencontre la ligne C7 donnée de pofition au 
point D ; on tirera par le point 4 perpendiculairement 
fur AD, laligne 40 égale à CB, & par les points O0, D, 
la ligne O D. On décrira du rayon Q 4 un cercle qui 
coupera la ligne O D en deux points N,#, par où l’on 
tixera des paralleles NM, nm, à la ligne O C qui joint 
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les centres de l'Ellipfe & du cercle. Je dis que les points 
M ,m , où elles rencontrent la ligne C D, ferontà l'Ellipfe, ; 
& détermineront par conféquent les extremités du diame- 
tre MC m donné de pofition. | 

Car menant les paralleles AP, N Q, à AD, qui ren-- 
contrent les lignes C 4, O À, aux points P, ©; les trian- 
gles femblables CDO, MDN,& CDA,CMP, & 
0DA,0N 0, donneront CA. CP:: CD.CM::0OD. 
ON::0 4.090 ,ceft-à-dire,CA. CP ::0 4.0 Q.Etpar- 
tant fi l'on mene la droite P O , elle fera parallele à0 C; & 
par conféquent auffi à AN fuppofée parallele à OC. 
Ainfi les paralleles MP, NO, feront égales entr'elles. 
Cela pofé , fi l'on nomme les données C 4, 5; CB ou 
AO ou ON ,c; & les indéterminées CP , x; PM ou 


NO,y;on aura C A (+). CP(x):: OA(c). 00 —— 


+ 
Et à caufe du triangle OQN rectangle en 0, le quarré 
: CCR EX . 
N Qoù M P(y)=0 Nicc)—OQ (=). La He 
gne M P féra donc *une ordonnée au diametre 445 & * Art, 47: 
par conféquent le point A7 appartiendra à F'Ellipfe qui a 
pour diametres conjugués les droites 44, Bb. Mais à 
caufe des paralisles NM, OC, nm,la ligne Mm eft di- 
vifée en deux également par le centre C; puifque par la 
proprieté du cercle,,N # l'eft au point O. Donc le point 
m appattiendra * auffi à la même Elhpfe. $ * Art. $ Oz 
Si les diametres conjugués 44, Bb, étoient les deux 
axes , les paralleles CO, P ©, feconfondroient alors avec 
les lignesC 4, 4 0 , qui n'en feroient qu'une feule; ce qui 
rendroit la conftruction & la démonftration un peu plus 
faciles. | 





PROPOSE F FE ON X E. 
Problème. 


64. 1) EUX diametres conjuqués Aa, Bb , d'ane Elipfe Fc, 27 
étant donnés ; en trouver les deux axes Mm ,Ss:@ démon- 
trer qu'il n'y en peut avoir que deux. 
E 13 








Art. s3: 


* Art, 62. 


* Art. 63. 
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Ayant mené par l'une des extremités 4 du diametre 
Aa une parallele D E à fon conjugué B 6, on tirera 40 
perpendiculaire à D E & égale à C'B: Ayant joint OC, on 
menera par fon point de milieu F Jaligne F G qui la cou- 
pe à angles droits, & qui rencontre au point G la ligne 
DE, fur laquelle on prendra dé part & d'autre du point 
G les parties GD , GE, égales chacune à GO ou GC. Ti- 
rant enfin les droites C D, CE ; je dis que les deux axes. 
Mm, S5s, font fitués fur ces droites. 

Car les. deux axes pouvant être regardés * comme 
deux diametres conjugués, qui font entreux un angle 
droit , ils rencontreront la ligne D E en des points D,E, 
tels que le cercle décrit de ce diametre pañlera par les 
deux points €, O, puifque; le rectangle D 4 x AË étant 
égal * au quarré de 40, l'angle DOE fera droit, aufli- 
bien que l'angle DCE. Or il eft évident que c’eft préci- 
fément ce que l’on vient de faire par le moyen de cette 
conftruétion ; puifque les lignes GO, GC, GE, GD 
étant toutes égales entrelles, font les rayons d'un même 
cercle. Mais comme il ne peut y avoir fur la. ‘ligne D E 
que deux points D, E, qui fatisfaffent en même temps à 
ces deux conditions ; fçavoir, que l'angle DCE & l'au- 
gle DOE foient chacun droit ; il s'enfuit que les diame- 
tres conjugués Mm, Ss, qui font entreux un angle 
droit, feront les mêmes que les axes ; & qu'il n’y.en peut 
avoir que deux. | 
. Maintenant pour en déterminer [a grandeur, il ny a 
quà tirer les droites O0 D, OE;& par les points N,k, où 
elles rencontrent le cercle qui a pour rayon O À, mener 
les paralleles N M, RS. Car il eft évident * que les points 
M, S, où elles rencontrent les droites CD, CE, appar- 
tiendront à lEllipfe qui a pour diametres conjugués les 
lignes Aa, Bb: & qu’ainfi ils feront les extremités de fes 
axes, | 


: Da n'aEXLEL ISP:S"E. 29 
1COROLLATR E. 


65. S; l’on propofoit de trouver deux diametres con- 
jugués Mm, Ss, qui fiflent entr'eux un angle MCS égal 
à un angle donné; deux autres diametres conjugués 44, 
Bb, étant donnés. Il eit vifible que la queftion {e .redui- 
roit à trouver fur la ligne D E donnée de pofition ; deux 
points D , E, tels que menant aux deux points ©, C’, don- 
nés hors cette ligne, les droites DO, OËE, CD,CE, 
l'angle DOE ft droit, & l'angle DCE égal à l'angle 
donné. Mais comme la folution de ce Problème eit af- 
{ez diicile, on l’a renvoyée dans le roc Livre, & on a. 
fuivi ici une autre voye, qui eft plus fimple; ceft de 
trouver d'abord les deux axes, & de s'en fervir enfuite 
pour trouver les deux diametres conjugués qu'on deman- 
de, comme l’on va enfeigner dans la Propofition fui- 
vante. 


PR O P.O SAT ON: X EE 
Problème. 


66. L ES.deux axes Aa,Bb, d'une Elipfe étant donnés; 
trouver deux diametres conjugués M im, Ss, qui faflent entre 
eux l'angle MCS égal à un angle donné. 

Je fuppofe, que les diametres M», Ss, foient en effet 
ceux quon demande, & qu'ils rencontrent aux points. 
D, E,,la ligne droite indéfinie D E. menée par l’extre- 
nuté, À du petit axe, {az parallelement au grand, B 4. 
Et ayant tiré du centre C' de l'Ellipfe, la ligne CF, qui 
fafle avec D E au point F l'angle C F E égal à l'angle don- 
né MCS, je nomme les données CA;:; CB,c;AF, 


45 & l'inconnuë AE, x ; cequi donne 4AD*=",CE 
—=Vri-+axaà Caufe du triangle rettangle .C AE. Cela 
polie. | 

Les triangles FEC, CED, feront femblables; puifque 
langle au point E eft commun, & que l'angle CFE a 


F'rG. 20» 
&7 29, ” 


* Arts. 62; 
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été fait égal à l'angle MCS : c’eft pourquoi FE (x— 4 ). 
EC(VrI+xx):11EC (Vrtæxx) E D (x+), D'où 
en multipliant les extrêmes & les moyens, l’on forme l’é- 
BalitÉ ga AaRH CC — = te 725 Bt effaçant de part & 
d'autre x2, mulupliant enfuite par x, & divifant par >, 


e .” C C t . 
Avientxs—— «+ —x+cc—0. Et en faifant (pour fa- 


CC—1tt 
ee 


ciliter le calcul) — 2b, on changera l'égalité pré- 


cedente en celle-ci xx—20x+cc—0, où xx— 2 0x4 
bb=bb—cc:ce qui donne en extrayant de part & d’au- 


tre la racine quarré x—4 ou b—z=vVbhb— cc, & par 


.conféquent l'inconnuë ÂE (x) —6+vVb6b— cc. Voici 
maintenant la confiruétion que cetre derniere. égalité 
fournit. | | 

Ayant prolongé le petit axe 44 jufqu'au point O, en 
forte que 40 foit égale à la moitié CB du grand ; foit 
tirée CF, qui fafle avec D E menée par le point À pa- 
rallelement à B£, l'angle CFE égal à l'angle donné. 
Ayant joint O F', foient urées les droites OH, CG, per- 
pendiculaires fur OF, C F', qui rencontrent D E aux 
points H, G(on na point marqué dans les figures 28 
& 29, les points FH, G, fur la ligne D E ; parce que ces fi- 
gures auroient été trop grandes, & que d’ailleurs. il ef 
facile de les y imaginer ). Soit décrit du centre O, & du 
rayon OK, égal à la moitié de G H, partie de 4 D prolon- 
gée, comprife entre G & H, un arc de cercle qui coupe 
D E aux points K, K, & ayant pris fur D E les parties K D, 
KE, égales chacune à KO, foient tirées par le centre © 
de l'Ellipfe, les droites D C', E C. Je dis que les diametres 
cherchés Mm, Ss, font fitués fur ces lignes. 

Car à caufe des angles droits FAC, FCG,&FA0O, 
FOH, on aura AG=— 3 AH=— ; & partant G H 
peur = — 2 4. Le rayon OK qui eft égal à la moitié de 
HG, fera donc égal à 4 ; & à caufe du triangle HSE 

gle 


Dæo LARe Reprise 4t 
gleO AK ;onaura AK —V 2 b—cc,& AEouKE AK 
DVD cc, & ADouKD+AK—46+V He, 
Or cela polé , fi l'on multiplie la valeur de 4 E par celle de 
AD il vient AE x AD—cc—=CB; & partant *les dia- 
metres Mm, Ss, font conjugués. Mais le rectangle de AE 
+ADouDE(2b)par AE— AFouEF (46 Vbb—cc—4) 
ft 246 20 bb — cc—2ab=2 bb 2 bb — cc +rr ce 
en mettant pour 246 a valeur cc—1# ; & à caufe du triangle 


rectangle CAE le quarré CE = AE + GT Sins 





* Art. 62 


2 D bb—ccxtt—cc DE x EF: ce qui donne FE. EC :: 


E C.E D. Et partant les triangles FEC, CED, feront 
femblables ; puifqu'ils ont l'angle au point E commun, & 
que leurs côtés aurour de cer angle font proportionnels. 
L'angle MCS fera donc égal à l’angle donnéC FE. C'’eft 
ce qui reftoit à démontrer. 

Maintenant pour avoir la grandeur CM, CS , des deux 
demi-diametres cherchés ; iln'y a qu'àtirer les lignes OD, 
OE, & mener par les points N, R, où elles rencontrent 
le cercle qui a pourrayon O À, les paralleles NM, RSà 
OC’. Caril eft vifible * que les points M, S, où elles ren- 
contrent les droites C'D ; C'E, feront à l'Ellipfe, & ‘déter- 
mineront par conféquent les extremités de ces diametres. 


COROLLAIRE JL. 


67. Ï: fuit de cette conftruétion, 1°. Qu’afin. que le 
Problème foit poflible, il faut que OK (==) furpafle ou 


foit égale à 20 (c); car autrement le cercle décrit du raion 
OK , ne rencontreroit la ligne D E en aucun point, ce qui 
eft néanmoins neceffaire pour la conftruétion. 

2°, Que lorfque OK furpafle O À, on trouve toûours 
par le moyen des deux points K,K, deux différens dia- 
metres conjugués Mm , Ss , qui farisfont également: 
imais qu'alors le diametre S s de la figure 29. eft égal au 
diametre Mm de la figure 28. & Su ie 5 pofé 


* Art, 63: 








FIG, 30. 


F1G. 28. 
29. € 30. 


F1G. 30. 


Frc. 28. 
29. © 30. 


“ Art, 67. 


4:2 Livre SECOND. 
de l’autre côté.de l'axe 44 ; parce que 4E de a figure 
29.eft égal à 4D dela figue 28. Et de même que le dia- 
metre Mm de la figure 29. eft égal au diametre $S s de 
la figure 28. & femblablement pofé de l'autre côté de 
l'axe Aa ; parce que 4 D de la figure 29.eft égal à 4E 
de la figure 28. C'eft à dire que les deux différens dia- 
metres conjugués M m,S 5, quifatisfont également au Pro- 
blème , font femblablement pofés de part & d'autre de 
l'axe 4 +, & que dans ces deux différentes pofitions leurs 
grandeurs demeurent la même. 

3°. Qué lorfque OK—0 À, les deux points. d'nter- 
fetion K, K, fe réuniflent au point touchant À ; & qu'ain- 
fi il n'y a alors qu'à prendre les parties 4E, 4 D'épales 
chacune à la moitié C B du grand axe : d'où l’on voit 
qu'il ne peut y avoir alors qu'une folution, & que les 
deux diametres conjugués Mm, S s , qui farisfont , font 
égaux entr'eux. | | 

COROLLAIRE Il, 


68.]; eft clair aufi que plus ZF (2) eft grande , plus 
l'angle obtus donné CFE left auffi, & plus au contraire la 
ligne OK (== diminué : de forte que 4F étant la 
plus grande qu’il eft poflible ; l'angle obtus CFE, fera 
aufli le plus grand ; & au contraire la ligne OK, fera la 
moindre , c’eft à dire , égale à 4 0. Or fi l'on mene alors 
les droites B 4, ab ; lestriangles retangleszCB,C AD. 
aCb,C:AE;, feront tous égaux entreux; puifque les li- 
gnes À E, AD , font égales chacune à la moitié CB ou 
C6 de l'axe B2, & que CA eft égalà C7. L'angle AC M, 
fera donc égal à l'angle C 4B, & l'angle 4 CS à l'angle 
C'a b3& partant l'angle donné MCS ou CFE, fera auf 
égal à l'angle B 48. D'où l’on voit : 

19. Que fi l'on mene de l’une des extremités % du pe- 
tit axe À 4 aux extremités B, &, du grand, les lignes 28, 
ab; l'angle obtus donné CFE, doit être égal ou moin- 
dre que l'angle B 6, afin que * le Problême foit poflible. 

- 2° Que lorfqu'il lui eft égak, comme dans la figure 30, 
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n’y à que deux diametres conjugués M, Ss, quifais- 
faflent, lefquels font égaux entr'eux. 
3°, Quelorfqu'il eft moindre , comme dans les fig. 28.8c 
29. il y atoüjours deux différens diamétres conjugués qui 
fatisfont également ; qu'ils font femblablement polés de 
part & d'autre du petitaxe, cet angle demeurant le même 
entr'eux, & que leur grandeur demeure auffi la même dans 
ces deux différentes pofitions. 


PROPOSITION XIIL 
Problème. 
69. Ph: diametres conjugués À à, Bb, d'une Ellipfe 


étant donnés ; La décrire par un mouvement continu. 
_ PREMIERE ‘MANIERE. 


On cherchera * les deux axes , & on la décrira enfuite * Arr, 64. 
felon l'article 36. | 


SECONDE MANIERE, 


_ Ayant mené par l’une des extremités À de l'un des Fre. 3r. 
diametres donnés /%., une perpendiculaire 4 H fur l’au- L 324 
tre B 2, on prendra fur cette ligne la partie 4 Ode part 

ou d'autre du point 4 égale à C B: Et ayant tiré la ligne 

C0, on fera glifler laligne GF égale à H Q par fes ex- 
tremités le long des lignes B&, C' © ( prolongées de part 

&t d'autre du centre € autant qu'il fera neceflaire ) jufqu’à 

ce qu'après avoir parcouru fucceflivement les quatre an- 

gles faits par ces deux lignes, elle revienne dans la même 
fituation d’où elle étoit partie. Je dis que fi l’on prend 

G M égale à 4 Q; le point M décrira dans ce mouvement 
l'Ellipfe requife. 

Car menant GP parallele à 0 4, qui rencontreen P Ie 
diametre 42, & en O le diamerre B #; les triangles fem- 
blables CHO,C0OG,&CADQ,CPG, donneront CO. 
CG::40 ouGM.GP::H 0 ouGF.GO.Etpar confé- 
quentla ligne P M fera parallele au diametre B4, Celapofé, 

| FE y 








# Art. 4x. 
35. 


Fic. 33: 


44 LivRE SECOND: 
. Si Fon nomme les données € 4 , :; 40 ou CB où 
Cb,c; & les inconnuës CP ,x:5PM ,7y;on aura C À 


(4). CP(x)::40(c).GP——. Et le triangle reëtan- 


[1 


gle GP M donnera P M=GM—GP, c'elt à dire en 


. CCXxX X r 
termes analytiques yy—cc——— La HS P M fera 
donc * une ordonnée au diametre 44 dans l'Ellipfe quia 


pour diametres conjugués les lignes 4z, B£. Donc &c. 


Si les deux diametres conjugués 47 , Bb, étoient les 
deux axes , il eft clair que les lignes 4 0, CO, tombe- 
roient fur le diametre 4 z qui feroit l'un des axes, & que 
le point H tomberoit fur le centre C. D'où l'on voit qu'il 
faudroit prendre alors G F égale à € © , fomme ou diffé- 
rence des deux demi axes C4, CB; & la faire gliffer par 
{es extremités le long des axes 44, B& , prolongés s’il 
eft neceflaire. 


Comme les lignes 4x, Bb, s'entrecoupent à angles 
droits au point C ;ileft clair qu'en quelque fituation 
que fe trouve la droite G F pendant qu'elle gliffe le long 
de ces lignes, le cercle qui auroit cette ligne pour diame- 
tre, pañleroit toûüjours par le point C; & qu'ainfi la ligne 
C D qui pañle par le point D milieu de FG, fera toû- 
jours égale à D F, puifque les lignes CD, DIF, DG, 
feront toûjours des raions de ce cercle. De là nait la def- 
cription fuivante. 

Soient deux lignes droites C D, D'F, égales chaeune à 
la moitié de C Q , fomme ou différence des deux demi- 
axes C B, C À ; attachées Fune à l'autre par leur extre- 
mité commune-D , en forte qu’elles fe puiflent mouvoir 
autour de ce point, comme les jambes d'un compas au- 
tour de fa tête. Soit attachée l'extremité C de la droite: 
CD dans le centre de l'Ellipfe ; & foit entenduë l’extre- 
mité Fde l'autre droite FD, fe mouvoir le long de l’axe 
B&, en entraînant avec elle la ligne D C mobile autour 
du point fixe C. Il eft clair que fi lon prend fur FD (pro: 
longée , s'il eft neceflaire) la partie FM égale à C 4, le 








v… 
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point M décrira dans ce mouvement lEllipfe qu'on 
cherche. 


PROPOSITION XIV. 
Problème. 
. 70: D EUX diametres conjugués Aa, Bb, d'une Ellip/e 


étant donnés ; la décrire par plufieurs points. 


PREMIERE MANIERE. 


Ayant mené par l’une des extremités 4 de l’un des dia- 
metres donnés 44, une parallele indéfinie D 4D à fon 
conjugué B 6 ,on tirera 40 perpendiculaire à 4D , & éga- 
le à la moitié C B du diametre B 4 ; on joindra O C'; & on 
décrira un cercle du centre O, & du raion O0 4. Celafait, 
on menera librement de part & d'autre de C4, autant 
de lignes C'D , C D ,&t. qu'on voudra; & ayant tirédes 
points D, D, &c. où elles rencontrentla ligne D 4 D, au 
centre ©, les lignes D O, D O, &c. qui coupent la circon- 
férence du cercle aux points N ,NN, &c. on menera des droi- 
ts NM, NW, &c. paralleles à OC, lefquelles rencon- 
trent aux points 7, M, &c. les droites correfpondantes 
CD, CD, &c. fur lefquelles on marquera de l’autre côté 
du centre C'despoints#, m, &c. qui en foient également 
éloignés. Il eft évident * que la ligne courbe qui pañfera par 
tous les points M, M, &c;m,m, &c. ainfitrouvés, aura 
pour diametres conjugués les droites 44, B 4. 


SECONBE MANIE’RE. 


Ayant pris fur l’un des demi-diametres CB, de peti- 
tes parties C E ,FE E , &c. égales entrelles , de telle gran- 
deur quon voudra , & autant que ce demi-diametre en 
pourra contenir ; on lui menera les perpendiculaires E D, 
E D, &c. qui rencontrent la circonférence circulaire dé- 
crite du centre € & du raïon CB , aux points D, D, &c. 
Ayant joint AB, on tirera par celui des points E , quieft 
le plus proche du centre C, la ligne E P parallele à 4B, 


Fi 


F1G. 34; 


* Art, 63: - 


Fic. 351 








* Art. 41. 
& $5. 
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qui rencontre C’ A'au point P. On prendra fur {e diametre 
A a de part & d'autre du centre C', autant de parties P P, 
PP, &c. égales à CP, quil en pourra contenir; & on 
menera par tous les points P, P, &c. des parallele MPM, 
MPM, &c. au diametre B 4, fur chacune defquelles on 
prendra de part & d'autre du point P , des parties P A4, 
P M égales chacune à fa correfpondante E D. Je dis que 
la ligne courbe qui pañfe par tous ces points 7, fera l'EI- 
lipfe qu'on demande. 

Car nommant les données C'4,:;5CBouCD, c ; & 
les indéterminées CP, x; PM ,y; on aura à caufe des 


triangles femblables C 4B, CPE, cette proportion € À 
(4). CB(c)::CP(x). CE". Et à caufe du triangle 


CEDrectangle en E, le quarré E D ou P M (y9)— 
C D{cc)—CE (<=). La ligne P M fera donc*une 


tt 
ordonnée au diametre A4. Et comme cette démonftra- 
tion convient à toutes les lignes P M; puifque chaque 
C P eft toüjours à fa correfpondante CE, en raifon. de 
CAàCB:il s'enfuit que la Courbe qui pañle par tous les 
points AZ trouvés come, cy-deflus,, fera l'Ellipfe qu'on 
demande. RE ; 
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PV RES TR O'IS BE°N'E. 
De l’'Hyperbole. 


DE FINITIONS. 
? 

VANT attaché fur un plan en un point f lune des 
| Â extremuités d'une longue regle f 10 , enforte qu'elle 
puifle tourner libremeñt autour de ce point fixe f, com- 
me centre ; on attachera à fon autre extremité ©, le bout 
d'un fil OF, dont la longueur doit être moindre que 
celle de là régle, & duquel l'autre bout fera attaché’ en 
un autre point F, pris aufli fur ce plan. Maintenant; fi 
l'on fait tourner la regle f MO autour du point fixe f, & 
qu'en même-temps l'on fe ferve d'un ftile AZ pour tenir le fil 
OM F, toüjours également tendu ; & fa partie 70 toute 
jointe & comme collée contre le bord de la regle: la ligne 
courbe 4 X décrite dans ce mouvement, ef” une portion 
d'Ayperbole. “ "T" : 

. Silon renverfe laregle de l’autre côté du point F, on dé- 
crira de la même forte l'autre PofHon A Z de-la même 
Hypetbole. 

Mais, fi fans changer la longueur de Îa réglé, ni celle 
du fil, on attache l’extremité de la regle en F', & celle du 
filen je , on décrira en la même forte une autre ligne cour- 
be x4 x oppofée à la premiere X 42, qui eft encore ap- 


pellée Hyperbole, & les qeux enfeinble font nommées ie 


Perboles oppofées. 
2. 
Les deux pouits fixes F, a font nommés les Foyers. 


La liÈR Aa, qui pale # les dt foYers F,f, & qui 
eft terminée de part & d’aûtre par! les HIYPETRQRES RP 
eft appellée le premier Axe} ” 


4. 
Le point C’, qui divife parle milieu le premier axe 4 +; 
æft nommé le Cerre, 


Fic, 36; 
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Si l'on:mene par le centre €’ une perpendiculaire ina 
définie B 5 au premier axe 44; & que du point 4, com- 
me centre, & de l'intervalle C F ,.on décrive un arc de 
cercle qui la coupe aux points B, 2: la partie B 4 de cette 
perpendiculaire , eft appelléele /econd Axe. 
(1 


_ Les deux axes 44, Bô, font appellés enfemble Cox- 
juguéss de forte que le premier axe 4%, eft dit Conjugné 
au fecond B £;: & réciproquement le fecond B &, Conju= 
gué au premier A4. ER 


Les lignes MP , MK, menées des points A des Hy2 
perboles oppofées parallelement à l’un dés axes conju- 
gués, & terminées par l'autre, font appellées Ordonnées à 
cet. autre axe. Ainfi, P eft Ordonnée au prémier axe 4%, 
&. MK au fecond.B &. ù Méeteg ic TA 
…. La troifiéme proportionnelle aux deux axes, eft ap: 
pellée Parametre de celui qui eft le premier terme de la 
proportion. Ainfi {1 l’on fait comme le, premier axe 44, 
eft:au fecond axe B£, de même le fecond axe B 2, à une 
troiliéme proportionnelle’ p ; cette ligne p fera le Parames 
tre du premier, axe 4 x. | 


ie 
Toutes les lignes qui paflent par le centre €, font ap- 
pellées Diametres : ceux qui rencontrent les Hyperboles 
oppofées, premiers Diamerres , & ceux qui, ne les rencon- 
trent point, quoique prolongées à l'infini , /éconds Dia- 
meires. 
a 10. ‘ 

Une ligne droite qui ne rencontre une Hyperbole 
qu'en un feul point, & qui étant continuée de part & 
d'autre, n'entre point dedans , mais tombe au dehors, 
eft appellée Tangente En ce point. CE | 


; REMARQUE) 
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REMARRQUE. 


71.0) N adit dans la premiere définition que la Îon- 
gueur du fil F M9 doit être moindre où plus grande que 
celle de la regie {M9 ; dont la raifon eft que sil étroit 
égal à cetre regle, le file M décriroit dans ce mouve- 
ment, une ligne dont tous les points A feroient égale- 
ment diftants des deux points F, f ; puifque rerranchant 
du fil & de la regle, la Partie commune M9, les reftes 
ME, MF, leroient toûjours égaux entreux. D'où il eft 
vilible que certe ligne ne Et autre qu'une ligne droi- 
te indéñnie B%, wienée perpendiculairement à ci droite 


FF par fon point de milieu €. 
C'ORONEATRE L 


7 2° I. fuit de la définition | premiere, que fi l'on mene 
dun point quelconque A7, de l'une des Hyperboles op- 
ofées, aux deux foyers F2 f, les droites MF, Mf, leur 
différence fera toûjours la même. Car elle fera toûjours 
légale à la différence qui fe touve entre la longueur de 


dl regle & celle du fil, 


COR OA rRES II: 


7 3° Re le point A7 tombe en Z, il eft vifible 
que MF devient 4F, & que Mf devient 4f; & de 
même lorfque le point 47 tombe en z# , en décrivant 
l'Hyperbole oppofée x 2 x, il eft encore vilible que MF 
devient «F, & que Mf devient #f, Donc puifque la dif- 
férence de ces deux droites eft par rout la mème, on aura 
Af—AF ou Ff— 2 AF= a F—af où A 24f; & 
partant AF— af. D'où il fuir: 

1°, Que la diftance Ff des foyers, eft de en deux 
parties égales par le centre € ; puifque C4 + AF< ou 
CF=Ca+af ou Cf. 

29, Que la différence des deux droites MF, Mf, eft 


toûjours égale au premier axe 44 ; puifque dans l'Hy- 


perbole X 42, on a toùjours Mf— MF—4Af—AFou 


G 


F1G, 37. 


F1G, 36, 
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Af—af; & que dans fon oppofée x4x,0on a auffi tou+ 
jours MF—Mf—aF—afouaF—24F, 


C'oROLLATRE DIE 


7 de Ï L fuit de la définition cinquiéme. 

1°. Que le fecond axe B4 eft divifé en deux parties 
égales parle centre C'; car les triangles reétangles 4ACB, 
AC b, feront égaux, puifqu'ils ont des hypothenufes éga- 
les AB, Ab, &le coté AC commun. 

29, Que fi l'on prend fur le fecond axe Bb, la partie 
CE égaie à la moitié CZ du premier, & quon rire l'hy- 
pothenufe 4 E ; le fecond axe B 4 fera plus grand, égal, 
ou moindre que le premier 44; felon que la droite CF, 
eft plus grande , égale , où moindre que lhypothenule 
AE : parce que l’hypothenufe 424, prite égale à CF, fe 
trouvera aufl pour lors plus grande, égale, ou moindre 
que l'hypothenufe ÆE. 

3°. Que fi l'on prend furle premier axe 4 z de part & 
d'autre du centre €”, les parties CF, Cf, égales chacune à 
lhypothenufe AB du triangle rectangle € 4 B , formé 
par les deux demi-axes C 4, CB ; les points Ff, feront 
les deux foyers. 


EOROLLAZRE. "LV: 


75: L Es mêmes chofes étant pofées, fi l’on nomme 
CFouAB,m;CA,ouCA,1; le triangle rectangle 


ACB, donnera B Con er Or AF—m—1r, & 
Fa—=m+t; & partant AFxFa—mm —tt. D'où il 
eft évident que le quarré de la moitié CB du fecond axe 
B5, elt égal au rectangle de 4F par F4 parties du pre- 
mier axe Â4, prife entre l’un des foyers F, & fes deux 
extremités À, #. ’ 


COROLLAIRE V. 


76. Ï: fera maintenant facile de décrire les Hyper- 
boles oppofées dont:les deux axes 4%, B46, font données, 
& dont l’on fçait que l'axe À 4 doit être le premier. Gar 


Dr r'HYPERBOLE SI 
ayant trouvé * fur le premier axe 44, les foyers F,f, 
on attachera dans le point F, le bout d'un flF MO, du- 
quel l’autre bout O, fera lié à l'extremité d'une longue 
regle O MF, mobile fur fon autre extreñité f autour du 
foyer f, & dont la longueur O Mfdoit * être moindre ou 
plus grande que la longueur du fil ONF, de la ligne À x. 
A yant enfuite décrit par le moyen de cette regle & de ce 
fil, deux Hyperboles oppofées X 42, xa x, comme l'on 
a enfeigné dans la définition premiere, il eft évident qu’el- 
les auront pour premier axe, la ligne 44, & pour fecond, 
la ligne B 8. Et c’eft ce qu'on demandoit. 

Plus la regle O Mf, fera longue , plus les portions 
des Hyperboles oppofées , qu’on décrira par le moyende 
cette regle , feront grandes ; de forte qu'on les peut aug- 
menter autant que l'on voudra, en augmentant également 


la longueur de la regle & celle du fil. 
PROPOSITION EF 


Theorême. 


77° 6; l’on mene l’ordonnée M P an premier axe A a, er 
qu'on prenne fur cet axe prolongé la partie À D égale 2MEF, 
du coté du foyer EF lorfque le point M tombe fur l'Hyperbole 
X AZ, C du côté du foyer f lorfqu'il tombe [tr fon oppofée 
xaz ; je dis que CA,CF:: CP. CD. 

Ayant nommé comme auparavant les données C 4 
ou Ca,t ;, CFou Cf,m ; & de plus les indéterminées 
CP, x; PM, y; & l'inconnuë CD, x; on aura dans le 
premier cas, ADouMF=—x—+,4DouMf—x+t, 
FP—=x—m ou m— x(felon que.le point P tombe au 
deffous ou au deflus du foyer F), Pf—x-+m : & dans 
le fecond cas, 4 D ou M F=—x#+1,4D où Mf—=x—t, 
FP=x-em, Pf—x—mou m— x felon que le point 
P tombe au deflus ou au deflous du foyer f. 

Cela polé , le triangle re&tangle MP F donneraxxT 2#x 
HE yy 4x LE 27m .x + mm;icavoir, — dansie premier 


Gi 


* Art, 74 


<' Art. 7%, 


FiG, 36. 
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cas, -+ dans le fecond ; & l’autretriangle re&tangle MPF 
donnera zx+T1/12-+it=y)+xxtimx+mms Îça- 
voir, + dans lepremier, & — dans le fecond. 
Maintenant , fi l’on retranche par ordre dans Île pre- 
mier cas, chaque membre de la premiere équation de 
ceux de la feconde ; & au contraire dans le fecond cas, 
chaque membre de la feconde de ceux dela premiere, 


il vient 41x—4mx ; d'où l’on tireCD (x) =. Donc 
CA(:).CF(m)::CP(x). CD(x). Ce quil falloit de: 
montrer. 

COROLLAIRE. 


782]; eft évident que fi l'on nomme les données 
CAouCa,t; CFouCf, m; & l'indérerminée CP, x: 
on aura toûjours MF—"—7:, & Mf——+t, lorf- 
que le point 7 tombe fur l'Hyperbole X AZ, qui a 
pour foyer le point F : & qu'au contraire on aura MF 
= — +5, ê Mf=—t, lorfque le point M tombe 
fur fon oppolée x 42%, qui a pour foyer le point f. 


PROPOSITION IL 
Theorême. 


79: L Eguarré d'une ordonnée quelconque PM, aupre- 
mier axe A a, eff au retlangle de AP par Pa, parties de 


cet axe prolongé, comme le quarré de [on conjugué Bb, ef 


au quarré du premier axe À à. 
= rs ER 

Ilfaut prouver que PM.AP xPa:: Bb. A a. 

Les mêmes chofes érant pofées que dans la Propofi- 
tion précédente, fi l'on met dans l'équation 4x4 2:x 
Hi =Yy+XX L2mx+mm que l'on a-trouvée * par 
le moyen du triangle rettangle MPF, à la place de 
x, fa valeur “—, on formera toüjours celle - cy ::yy— 


mmxx—mmit—ttxx#11laquelle écancréduite à une 


proportion, donne P M (yy). APxPa(xx — tt): 


DE L'HYPERBOLE. 52 


BC *(mm—rt). CA(:+t)::B6. Aa. Ce qu'il falloit * Ant, 75, 
_ démontrer. 


COROLLAIRE 
80. ; Jon mene une ordonnée MK au fecond axe 
B4, lequel j'appelie 2 c;il eft clair que MK—=CP(x), 
&quecK— =PM(y). OrP M(yy). APxPa(xx—311):: 
B b(4cc). Aa (att). ): Et PASRR Ex 4 cet + APE 
ce qui donne cette proportion M K Lx). CK+CE 
Oyxer)s Aa (4tt). Bé (acc). 


C’eft à re que le quarré d’une ordonnée quelcon- 





que PK au fecond axe B&, eft au quarré de C'K, joint 


au quarré de C B moitié du cond axe B4, comme Île 
quarré de fon conjugué 44, eft au quarré de ce fecond 
axe B 4. 


COROLLAIRE II FONDAMENTAL, 


OI. NS 1 l’on nomme le premier ou fecond axe 4; 
21; fon conjugué Bb, 26 ; fon parametre p; chacune 


de fes ordonnées P M, y & chacune de fes parties C P, 


prifes entre le centre & les EénCOntres des Grdonnées, 
x ; on aura toljours *PM(yy). CP CA ‘ LR AU 


Bé (4cc). Aa (ae): :p. Aa(211t).puifque felon la dé- 
finition du parametre 44 (22). Bb(2c)::B6 (26). 
p—=. où l’on doit obferver que c’eft le figne — lorf 
que l'axe 44 eft le premier, & qu'ainfi on peut fubfti- 


tuer alors à la place de CP—CA,le rectangle 4P x P 4 


Fic. 38; 
7 39. 


* Art. T9: 
7 80. 


qui lui eft égal ; & au contraire que c'eft le figne + * 


lorfque l'axe pe eft le fecond. D'où en multipliant d'a> 
bord les Extrêmes & les Moyens de fa premiere propor- 
HOh Yi Nr 7254 CC. ae SH de Fautre yy. 


xx t1::p. 21. l'on tiey?— cc, &yy—= + de 


+pr. Or comme cette proprieté Fa. également à 
‘G li 











# Art, 87. 


FrG. 38. 


€ 39. 
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tous les points des Hyperboles oppofées, & qu'elle ext 
détermine la pofition par rapport aux axes ; il s'enfuit 


s / . CECILE LL  EEz 
que l'équation yy=— —— + CG; OÙ = <+pt,en 
exprime parfaitement Ja nature par rapport à fes axes. 


CS R:0' LILAS REIN 


82. S: l'on mene deux ordonnées quelconques A7 P ; 
NO à l'axe A4, il eft clair que M P: N 0 :: CPE 
Cv CA. Ca PM. CPE CAES Bb. Aa: 

| C0 — CA.Donc OT: | 
[left bon de remarquer encore qu'on peut fubfituer 
à la place de CP—CA, & TE CA, les rectangles 
AP xPa, AQ%x0 a qui leur font égaux ; ce qu'il faut 

toüjours obferver dans la fuite, 
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CoOoROLLAIRE IV, 


83. S, l'on mene par un point quelconque P de luñ 
ou de l’autre axe 4 4 (prolongé lorfque c’eft le premier ) 
une parallele A7 P M à fon conjugué B 2 ; elle rencontrera 
une Hyperbole ou les Hyperboles oppofées en deux 
points M, M, également éloignées de part & d'autre du 
point P, & non en davantage. Car afin que les points 
M, M, foient à une Hyperbole ou aux Hyperboles op- 
polées , il faut * que les quarrés de P M (y) prifes de 


part & d'autre de l'axe 44, foient égaux chacun àla mê- 
me quantité ce 
COROLLAIRE V. 


84,1; fuit de ce que YY= ECC, que plus C'P 
(x) prife de part ou d'autre du centre C , devient grande, 
plus aufi chaque ordonnée P M(y) prife de part & d'au- 
tre de l'axe 44 , augmente, & cela à l'infini ; & qu’au 
contraire plus C P(x) devient petite, plus auffi PM(y) 
diminué ; de forte que (fc. 38.) CP(x) étant égale à C.4 


DE L’HYPERBOLr=r. CT 
ou Cz (+) 'lorfque l'axe 44 , eft le premier, PM 
(y) devient alors nulle ou zero ; & que (#g. 39.)C P (x) 
étant nulle ou zero, lorfque l'axe 4 z eft le fecond, cha- 
que PM(y) qui devient alors C'B ou C'é(c),eft la moin- 
dre de toutes les ordonnées P M (y) prifes de part & 
d'autre du centre. D’où il eft clair: 

1°, Que fi lon mene ( #g. 39.) par Îes extremités B,4, 
du premier axe B 6, des paralleles au fecond axe 4 4 ; elles 
feront rangentes en ces points. 

20, Que les Hyperboles oppolées s'éloiguent de part & 
d'autre de plus en plus à l'infini de leurs axes conjugués, 
en commençant par les extremités du premier:avec cette 
différence néanmoins que le premier axe rencontre cha- 
cune des Hyperboles oppoñées en un point, & qu'étant 
prolongé il paile au dedans; au lieu que le fecond tombe 
tour entier entre les Hyperboles oppofées, & ne les ren- 
contre jamais, quoique prolongé à l'infini. 


COR OL: LA LR E:. VIT, 


85. I. fuit encore de ce queyy= Zee, que fi 
l'on prend les points P, P, également éloignés de part 
& d'autre du centre €, les ordonnées PM, P M, feront 
égales. D'où il eft clair que finune ligne droite M M; ter- 
minée par une Hyperbole ou par des Hyperboles oppo- 
fées, eft coupée en deux également par un axe Bb en 
un point K autre que le centre, elle fera parallele à fon 
conjugué Aa. Car menant des paralleles MP, MP, à 
l'axe B6, la ligne PP fera coupée par le milieu en €”, 
puiique MM l'eft en K ; & partant les ordonnees P HZ, 
P M, feront égales. La droite 7 M fera donc parallele à 


l'axe A4. | 


CŒoRrRoOLLArRE" VE 


86. S : lon conçoit que le plan fur lequel les Hy- 
perboles oppofées font tracées, foit plié le long de Faxe 
Aa, en forte que fes deux parties fe joignent ;il eft clair 


(#g. 39.) lorfque À 4 eft le fecond, que les deux Hyper- 








# Art. 83. 
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boles oppofées tomberont exaétement l’une fur l’autreÿ 
{cavoir , les points B, M, &c. fur les points b, M, &c. 
puifque * toutes les perpendiculaires B&, M Ma cet axe, 


. font coupées par le milieu aux points €, P, &c. 


Fc, 40. 


Par la même raïfon (#g. 38.) lorfque l'axe 4 zeft le pre- 
mier, les portions des Hyperboles oppofées qui font 
de part & d'autre de cet axe, tomberont exactement l'une 


fur l’autre. 


AVERTISSEMENT 


On a fuivi jufqu'ici la même méthode que dans PET 
lipfe , & on auroit pù la continuer jufqu'à la fin ; mais 
comme il faut néceflairement parler de certaines lignes 
particulieres à l'Hyperbole, & quon peut par leur moyen 
prouver les mêmes chofes d'une maniere plus aifée , on 
a pris ce dernier parti. 


DEFINITIONS.: 
T1. 

Si l’on mene du centre C deux droites indéfinies CG, 
C'&, paralleles aux lignes 45, 4 B menées de l’extreinité 
À du premier axe Az, aux deux extremités B, #, du fe- 
cond ; ces deux droites feront appellées les Æ/ymptotes 
de l'Hyperbole M 4 M ; & fi on les prolonge indéfini- 
ment de l’autre côté du centre, elles feront nommées les 


Afymptotes de l'Hyperbole oppofée M4 M. 
12 


Le quarré de la partie CG, ou Cg, d’une afymptote ; 
comprile entre le centre C,. & la rencontre de la ligne 
AB ;, ou 46, menée de l’extremité À du premier axe, à 
l'extremité B, ou #, du fecond , eft appellé la Pzrffance 


de l'Hyperbole MA, ou de fon oppolée M 4 M. 


COROLLAIRE À, 


Fr 


Q 
Le 


4 


1q . 


, P: 


#7 
5} 


7 
L lanche 


… 








++ 


FA 2 


cas fe démontrent de la même maniere. 


spi a Mérerbôlel (Y 
OO ROLIATIRIE Pie 

87.1, eft évident qué l'angle GCg, fait par les 
afymprotes d’une Hypérbole , ou fon égal B 486 ,eftmoin- 
dre, égal, ou plus grand qu'un, droit, felon que le. {e- 
cond axe B eft moindre, égal, ou plus, grand que.le 
premier 44. Car lorfque le prenuer axe 44 furpañle lé 
fecond B 6, fa moitié C 4, furpafñle la moitié CB du fe- 
cond ; & par conféquent dans le triangle rectangle C.4B, 
l'angle C 4 B eft moindre qu'un demi droit, Les deux 
anoles égaux CAB ; CAB, qui font enfemble l'angle 
_B456, feront donc moindres qu'un droit. Les deux autres 


CPOFROLLAIRIE. TE 


68. A CAUSE des triangles femblables B 44, BGC; 
il eft clair que la ligrie AB eft divifée par l’afymptote 
CG en deux parties égales au point G, &ïque C'G'eltla 
moitié de 4B ; puilque BC eft la moitié de B4. On 
prouvera de même que 4% eft divifée par lafymptoté.‘!° : 
C'g en deux parties égales au point g ,,& que C'geft la 
moitié de 46. Donc toutes les lignes CG ,GA45 GB, 
Cg; gA;,gb, font égales entrelles 5 puifqu'ellès- {ont 
Égales chacune à la moitié de l'une ou l’autre des lignes 
AB, Ab, que l'on fçait être égales entrelles ; fuivant 14 
définition 5€, | 2: 
COROMPA TRE LIL (here 
80.[, A puiffance d'une Hyperbole eft égale à la qua- 
triéme partie de la fomme des quartés des deux demi-axes. 
Car nommant C 4,2:5CB,c;CG,,m;vonaura* BA—=5m, * Art, 88. 
& à caufe du triangle reangle ZCB ; lè quarré 4 B 
RU ÿ Gi «rt 2l 623107 D, far 
(4amm)=ttcc Etpar conféquent 6 G(#7#)= EE 


H 
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PROPOSITION IIL 
Theorême. 


7.90. S 1 lon mene par un point quelconque M de l'une on 
de l'autre des Hyperboles oppofces, une ligne droite K x per- 
vendiculaire aû premier axe Aa qu’elle rencontre en P , € 
terminée par les afymptotes en R Gr ; je dis que le reltangle 


de RM par Mr, eff égal au quarré de BC, moitié du [e- 
condaxe Bb. 


:. IT faut prouver que RMxMr—8B €. 

.… Nommant les connuës.C 4, :; CB, c; & les indéter- 
minées C P, x; PM, y; les triangles femblables 4CB, 
CPr,& AC6,CPR, donnent C A(#). CBouC &(0::" 


CP (x). Prou PR=—®, Donc RM, ou PR+PM 
= +yi8 Wr, ou Pr PM=— y. Et par confé- 





tt 


quent.RMx Mr TE yy=BC(ce)enméttant pout 


# Ans, 81, y fa valeur *==— cc. Ce qu'il falloit démontrer. 


PHECOROLLATRE EF 
Rs Sr me Ta À x Rte 
91]: eft clait que PM (—= —cc)eft toûjours 
dé L es 234 ere 
moindre que PKR ou P7 (<=) ; & par conféquent que 
tous les points des Hyperboles oppofées tombent dans 
les angles faits par. leurs afymptotes ; de forte qu'il n’en 
peut tomber aucun dans les angles d'à côté. . 
ue PPS CORODLATRE LL 
AQ2es S 1 l'on:meñe- par deux pointsquelconques M, N, 
d'une Hyperbole ou-des Hyperboles.oppofées ; deux li 
ones droites Rr:-K#, perpendiculaires au premier axe, 
& terminées pat lès afymptotes’: äl-eft évident que les 
reétangles RMxMr, KNxNEk, feront toüjours égaux 
entreux ; puifqu'ils font égaux chacun aû quarré de la 


4 


. : 
ut 


Re DE L'HYPERBOLE.. | sd 
moitié BC du fecond axe B 6. D'où l’on voit que RM. 
KN::N Ek. Wr. | | 
| P ROGPOS JL LE ON. 


Theorème. 


93: , l'on mene par Lie points net M, N, 
d'une Hyperbole ‘on des Hyperboles oppofées , deux ‘droites 
Hh, Li, paralleles entrelles, @* terminées par les 2/ym- 
ptotes; je dis que les reftançles HMx xMh, LNxNIi ses 
égaux entr'eux. 

Ilfout prouver que HMxMh=LNxNl. | 

Ayant mené les droites Rr, KE, perpendiculaires au. 
premier axe 44,1l eft clair que les triangles MRH,. 
NKL,&Mrb, NE, font femblables ; puifqu'ils font for- 
més par des paralleles. On aura donc RM. KN::HM. 
LN. Et N&kMr:: N1 Mh Où'RM KN::N Ek. Mr. * Art. 92 
Donc HM. LN:: NI Mh. Et par conféquent HUx 
Mb=LNx%x NI, Ce qu'il falloit démontrer, 


COROLLAIRE I. 


94 S: l'on fuppofe que la ligne NL parallele à Mi HS 
pafle par le centre C, c'eft à dire , qu'elle devienne CE: 
il eft clair que les deux points L,, 7, fe-réüniront au cen.. 


tre C ;:& partant que le reétangle LNxNI, deviendra: 


le quarré EC, D'où l'on. voit que fi. Fon mene d'or 
point quelconque E, de l'une des: Hyperboles toppofées 
au centre C', la droite CE & par un autre point quel- 

conque M.de l’une ou de l'autre de ces Hyperboles , 

une ligne AH, parallele à CE, & qui rencontre les 

afymptotes en H & h ; le quarréde C'E fera égal au 

rectangle de H M par Mb. 


COROLLAIRE, LES 


s'Err € or 


95: S: lon mene' par un point SE | W, af 
l'une des Hÿperboles-oppofées, une ligne droite L},ter- È 
minée par les Dee ; & qui rencontre lune où’ 
Hi 








# Art. 95, 


Fig. 4r. 


69 LIVRE ÎROISIE ME. | 
l'autre de ces Hyperboles en un autre point »; les.parties 
L IN, /n de cette droite prifes entre les points des Hy- 
perboles & la rencontre des afymptotes, font égales en- 
tr'elles. Car nommant LN ,a; Nn,b;nl,c;on aura 
LNxNl(abzac)—HMxMh=Lnxnl.(bc+ac) 


d'où l’on tire LN(a)—1in(c}. 
| CoRroOLLAIRE III. 


9 6. , l’on fuppofe dans le Corollaire précédent que 
la figne N », terminée par les Hyperboles oppofées, pafle 
par le centre C’, c’eft à dire, qu'elle devienne le premier 
diametre ,E D: il eft évidéent que les deux points L, /, fe 
réüniront au centre C'; & qu'ainfi N L'deviendra EC, & 
ñ1, C D. D'où l’on voit que tout premier diametre DE, 
cft divifée en deux également par le centre C. 

AM 4 Vi: : VGioïR 0 1 ADR E LV: 

97. S: deux lignes. droites M», Nn, paralleles en- 
tr'elles , font terminées par une Hyperbole ou par les 
Hyperboles oppofées , & rencontrent une afymptote aux 
points F7 , L ; je dis que,les reétangles MH xHm, 
NL%Ln, feront égaux entr'eux.!' Car Iprolongeant, s'il 
ef neceffaire ces deux lignes,’ jufqu'à cé, qu'elles ren- 
contrent l'autre afymptote aux points , /, les parties 
MH ,mbh, & NL, #1, feront égales * entrelles: & par- 
tant, puifque HAMxMbh=LNx%xN1, il s'enfuit que 
MHxHm=NExLer. : | | 


PR © BIO SD TL O-N: Va 
Theorême. : 


98. S 1 Jon mene par deux points quelconques M, N; 
d'une Hyperbole on des Hyperboles oppofées deux droites 
ME ,N L, paralliles entr'elles Gr terminées par une afÿw- 
Dtotes Ex deuxautres droites Moh, Nil; 44f.paralleles en- 
trelles, G terminées par, l'autre afÿmpiote,; je dis que.les . 


DE L’'HyPER B:OLE, ét 
rectangles HM.Mh, NLxNI, font égaux entreux. 


Cette Propofition fe prouve de la même maniere que la 


précédente, & il ny a rien à changer dans la démonftra-. 


tion. 
G:O=R° O0 ELA ER Bt <T: 


99. S : les droites MH, Mb, & NL, N}, font 
paralleles aux deux afypmptotes ; il eft clair que les paral- 
lelogrammes MHCb, NLC!, aufli-bien que les trian- 
gles CHM, CLN, qui en font les moitiés, font égaux 
entr'eux ; puifque les côtés de ces parallelogrammes au- 
tour des angles égaux HMh, LN/, font réciproque- 
ment proportionnels. 


CTOERSOMNTEL A SIRET TT: 


100.], Es mêmes chofes étant pofées que dans le 
Corollaire précédent, il eft vilible que CH x HM— 
CLxLN;puifque dans cette fuppofition Mh—=CH, & 
NI= CL: c'eft à dire, que fi l'on mene par deux points 
quelconques M, N, de l’une, ou des Hyperboles. op- 
pofées , deux droites MH, NL, paralleles à lune des 


afymptotes , & terminées par l'autre ; les rectangles C'H% 


FIG. 42. 


HM,CLxNL, feront toüjours égaux entr'eux; & qu’ain-. 


CECILE NME 
CRGNO’R- ODEB IA IR EE TL 


ro1. P UISQUE l'extremité À du premier axe, eft 

un des points de lHyperbole, & que la ligne 4B, qui 
s coupe en G, l'afymptote CG, eft parallele à l’autre afym- 
tote Cgsil s'enfuit * que le reétangle CH x HM fera 
toüjours égal au même rettangle CG xG 4, ou * au quar- 


té GG: c'eft à dire felon la définition 12°, à la puiffance 
de l'Hyperbole. Si donc l’on nomme la donnée CG, "; 


& les indéterminées CH, x; HM, y; on aura toûjours 


CHxHM(xy)=CG (mm )., Or. comme cette pro- 

pe convient également à tous les points des Hyper- 

boles oppofées, & quelle en détermine la pofition par 
R Hi 


*# Art,100. 
* Art, 88, 
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rapport -à fes afymptotes ; il s'enfuit que léquation: 
xy—=mm en exprime parfaitement la nature par rapport 
à fes afymptotes. 


CE D R OL L Ar RE" LV. 

102. Î L fuit de ce que MH (y)—"", que plus CH 
(+) augmente , plus au contraire H M (y) diminué ; de 
{otte que CH (x) étant infiniment grande, HM (y). 
fera alors infiniment petite, c'eft à dire, nulle ou zero. 
D'où l’on voit que l'Hyperbole 4 M, & fon afymptote 
CH \ étant prolongées ) s’approchent de plus en plus, 
de forte qu'enfin leur diftance devient moindre qu'au- 
cune donnée ; & que cependant elles ne fe peuvent ja- 
mais rencontrer, puilquelles ne fe joignent ge dans 
l'infini où l’on ne peut jamais arriver. Il en eff de même 
pour l'autre afymptote C'g. 


COR: 0:L'{LAA IR E: VV: 


OX E NTRE toutes les lignes qui pañfent par le centre” 
C', 1°. Celles qui, comme 44, tombent dans les angles 


faits par les afymptotes du côté des Hyperboles, rencon- 


# Art,1072. 


trent chacune des Hyperboles oppofées en un feul point 4, 
ou 4; & étant prolongées, elles paffent au dedans de ces 
Hyperboles. Car à caufe desangles GC 4,gC A,& deleurs 
oppofés au fommet, il eft clair que la ligne 44, s'éloigne 
de plus en plus de l’une & de l’autre afymptote ; au lieu 
que les Hyperboles oppofées s’en approchent toûüjours * de » 
plus en plus. 2°. Celles qui, comme B4, tombent dans 
les angles d'à côté, faits aufi par les afymptotes, ne peu- 
vent jamais rencontrer les Hyperboles oppoñées, quoi- 


qu'on les prolonge à l'infini ; puifqu'aucun des points des 


# Art. 91. 
# Def. 9, 


Hyperboles * ne peut tomber dans ces angles. 
D'où l’on voit * que tous les premiers diametres, tom- 

bent dans les angles faits par les Afymptotes du-côté des 

SE SP & que les feconds tombent dans les angles 
à CÔté, 


DE L'HYPERBOLE: 6 
COR-OLLAIRE VIL 


104. W 1 l'on mene par un point quelconque H, de 
lune des afymptotes CE, une parallele HM, à l’autre 
Ce;elle ne rencontrera PHyperbole quen un feul point 
M ; & étant continuée, elle pañlera au dedans. Car fa 
diffance de Ce, demeure par tout.la même, au lieu que 
l'Hyperbole s'en approche * toûjours de plus en plus. 


CoOrROLLAIRE VIT 

105.) E-LA il eft évident que fi par un point quel- 
conque A7, dune Hyperbole, l’on mene deux droites in- 
définies MH, Mb, paralleles à fes afymptotes Ce, CE. 

1°, Tous les points de l'Hyperbole qui lui eft oppo- 
fée , tomberont dans l'angle H M4; puifquils tombent 
tous * dans l'angle fait par fes afymptotes, lequel eft ren: 
fermé dans l'angle H Mb. 

2°. Les deux portions de l'Hyperbole, tomberont dans 
les deux angles à côté de celui-ci ; ainfi aucun de fes points 
ne tombera dans l'angle oppofé au fommet à l'angle 
HMb. | 

3°: Toutes les lignes qui, comme MF, tombent dans 
TJangle H Mb, rencontrent ( étant prolongées du côté 
de F') l'Hyperbole oppofée en un point N, & pañlent au 
dedans ; puifqu’elles s'écartent de plus en plus des droites 
MH, Mb, & par conféquent de fes deux afymptotes qui 


leur font paralleles ::mais étant. prolongées de l’autre côté 


du point A7, elles entrent au dedans de l'Hyÿperbole qui 
pañle par ce point, & ne la rencontrent Jamais ailleurs. 

4°. Toutesles lignes qui , comme Ee, tombent dans 
les angles à côté de l'angle H Mb, rencontrent les deux 
afymptotes de l'Hyperbole qui pale pas le point A; ainfi 
lorfqu'elles paflent au dedans de l’une de fes portions, 
elles la rencontrent neceflairement en quelque point N, 
puifqu'elles vont rencontrer l’afymptote qui tombe au 
dehors de cette portion, 


FIG. 43: 


* Art.102. 


* Art, 9X 
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106.N : l'on mene par un point quelconque: 47, 
d'une, Hyperbole, une ligre droite Ff, qui rencontre 
l’une de fes afymptotes au point F, & l'une des afympto- 
tes de l'Hyperbole oppolée au pont f, & qu'on la 
piüionge en N, en forte que f N, foit égale à FM: je 
dis que le point N, fera à l'Hyperbole oppofée. Car là: 
ligne Ff, sombe dans l'angle H Mb, & rencontre par : 
conféquent l'Hyperbole oppofée en quelque point N, 
comme l'on vient de démontrer dans le Corollaire précé- 
* Art, 95, dent. Donc * &c, | | RO 
20, Si l'on mene par un point quelconque MW, d’une 
Hyperbole , une ligne droite E e, terminée par fes afym- 
ptotes , & qu'on prenne fur cette ligne, la partie eN, éga- 
le à EM: je dis que le point N fera encore l'un des 
| peines de cette Hyperbole, Car menant MH paralle- 
le à lafymptote Ce, & terminée par l'autre en F7, fi 
l'on prend fur cette autre afymptote, la partie CL, éga- 
le à HE, & qu'on tire LAN, parallele à HAT; on a dé: 
montré dans, l’article 104 qu'elle rencontrera l'Hyperbo- 
le en un point N , & dans l'article 100 que ce point fera 
tel que CL ou HE. HM::CHou EL. LN ; d'où lon 
* voir que la ligne L N rencontre l'Hyperbole dans le mê- 
me point où elle rencontre la droite E e. Mais à caufe des 
paralleles HM, LN, il eft clair que eN=EM, puif- 
que CL=HE. Donc &c. 


PROPOSITION VI, 
Problème. 


Fire, 43. 107.]) "UN point donné M, fur'une Hyperbolé dont les 
afymptotes CE, Ce; font donnces; mener la tangenté DMd; 
démontrer q#on n'en peut mener qu'une feule. | 
_ “Ayant mené du point donné M, une parallele MA, 
à l’une des afymptotes Ce, & términée par l'autre CE, 
au point FJ]; on prendra fur cette afymptote, la partie 





De L’HYPRERBOLE. 6$ 
HD égale à HC;on tirera par le point donné 47, la 
droïte D 7, qui rencontre l'afymptote C'e en un point 
d. Je dis en premier lieu, que cette ligne D M4, rouche- 
ra l'Hyperbole au point #. 


Car à caule des triangles femblables CD, HD M, 


la ligne D 4, terminée par les afymptotes, eft divifée 
en deux parties égales par le point M7, de même que 
C D left en H. Or sil étoit poflible qu'elle rencontrât 
l'Hyperbole en un autre point O, il eft clair que Od, 
feroit * égale à MD, & par conféquent à M4, c'eft à 
dire, la partie au tout ; ce qui ne pouvant être, il s’en- 
fuit que la ligne D M4, ne peut rencontrer l'Hyperbole, 
qu’au feul point M. De plus, fi elle pañloit au dedans, 
comme a ligne Ee, il eft vifible qu'elle rencontreroit 
la portion de l’Hyperbole, au dedans de laquelle elle paf 
feroit en quelque point NV; puifqu'elle iroit rencontrer 
en un pointe, l’afymptote Ce, qui tombe *au dehors de 
cette portion. Il eft donc évident que la ligne D 4, ne 
rencontre l'Hyperbole qu'au feul point A7, & qu'elle 
n'entre point au dedans ; c'eft à die, qu'elle eft tangente 
en ce point. | 

Je dis en fecond lieu, qu'il n'y a que la feule ligne 
D M4, qui puifle toucher l'Hyperbole au point A7; car 
fi l'on prend fur l’afymptote CE, la partie HE, plus 
. grande ou moindre que HD, & qu'on tire par le point 
donné 7, la droite E M, qui rencontre l'autre afymp- 
tote Ce, au point e, il eft clair à caufe des paralleles 
MH, Ce, que ME fera plus grande ou moindre que 
Me ; puifque HE a été prife plus grande ou moindre que 
HD ou que HC. Or cela polé, fi l'on prend fur la plus 
grande partie Me, le point N, en forte que Ne foit 
égale à ME, il eft évident que ce point * fera encore à 
l’'Hyperbole, & qu’ainfi la ligne Ee, ne la touchera point 
au point 7. Ce qui reftoit à démontrer. 


* Art. 55 


* Art. OT: 


* Art.106% 
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REMARQUE, 


106. O N a démontré dans l’art. 102 que plus C'H de- 
vient grande, plus au contraire H M diminué ; de forte 
que CH, étant infiniment grande, H M devient infini- 
ment petite, c'elt à dire, nulle ou zero. Or CH étant 
infiniment grande, HD ( qui lui eft égale } la fera aufli; 
& par conféquent les lignes MD, HD’, qui ne fe ren- 
contrent que dans l'infini, pouvant être regardées com- 
me paralleles, tomberont lune fur l’autre ; puifque le 
. . 2 \ : ; 
point M fe confond alors avec le point H: ceft à dire, 
que l'afymptote CE, étant prolongée à Finfini, ‘auf 
bien que l’'Hyperbole, peut être repardée comme une 
ien que l'Hy P ga 
lione qui la touche dans fon extremité. I en eft de mé- 
o ? A 4 
me de l’autre afymptote C'e, laquelle peut être regardée 


comme touchant la même Hyperbole dans fon autre 
extremité, 


D'où l'on voit que les deux afymptotes peuvent être 
regardées comme des tangentes infinies, qui touchent les 
Hyperboles oppofées dans leurs extremités. 


CGOROELArRE T 


109.( OMME ül n'y a que la feule ligne D Mid, la- 
quelle étant terminée par Îles afymptotes, foit coupée . 
en deux parties égales au point 47; il s'enfuit que fi une 
ligne droite D M4, terminée par les afymptotes d’une 
Hyperbole, la rencontre en un point A7, qui coupe cet- 
te ligne droite en deux parties égales ; elle fera tangente 
de cette Hyperbole en ce point. Et réciproquement que 
fi une ligne droite D Md, terminée paf les afymptotes 
d'une Hyperbole , la touche en un point M;elle fera 
coupée en deux parties égales par ce point. 


CoROEELIRE LE 


r10.N,, par Île point touchant A7 d'une tangente 
quelconque D Ad, terminée par les afymptotes CE, 
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C'!, d’une Hyperbole , l'on mene un premier diametre 
MC m; & que par le point #, où il rencontre l'Hyper- 


bole oppofée, l'on tire une parallele Ee , à la tangente 


D d, terminée par les afymptotes aux points E, e:je dis 
que cette ligne fera tangente au point #. Car les triangles 
CMD,CmE, feront femblables & égaux, puifque C M 
eft égal à Cm. La ligne ME , fera donc égale à MD. On 

rouvera de même ( à caufe des triangles femblables & 
égaux C'Md, Cme) que me eft égaleà Md. C'eft pour- 
quoi la ligne E e eft divifée en deux également au point 
M; puifque D d l'eft au point M. Et par conféquent * elle 
fera tangente en #". 

D'où l’on voit que les tangentes D d, Ee, qui pafñlent 
par les extremités d’un premier diametre quelconque Mm, 
font paralleles entr'elles ; & de plus égales, lorfqu'elles 
font terminées par les afymptotes. 


DE FINITIONS. 
15: 

S'il y a deux diametres Mm , S s dont lun Ss foit 
parallele aux tangentes qui paflent par les extremités de 
l'autre Mm ; & de plus terminé en S,s, par les droites 
MS ,M5s, menées de l’une des extremités 7 du diametre 
M m , parallelement aux afymptotes : ces deux diametres 
Mm, S 5, feront appellés enfemble Conjugués. 

14. 

Les lignes droites menées des points des Hyperboles 
oppofées parallelement à l’un des diametres conjugués, & 
terminées par l’autre, font nommées Ordonnées à cet autre. 
Ainfi NO eft une ordonnée au diametre My». 

ES. | 

Si l’on prend une troifiéme proportionnelle à deux dia- 
metres conjugués, elle fera le Parametre de celui qui ef 
le premier terme de la proportion. 


* Art. 96. 


* Art.109. 


Fic. 44. 
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COROLLA MRE LE 


re | définition 13e convient aux deux axes ; puif- 
. que felon Farticle 84 le fecond axe eft parallele aux tan- 
gentes qui palfent par l’extremité du premier ; & que de 
plus, felon la définition r1e, il eft terminé par deuxdroi- 
tes menées de lune des extremités du premier axe, pa- 
rallelement aux afymptotes. D’où l’on voit que les deux 
axes peuvent être regardés comme deux diametres Con 
jugués qui font entreux des angles droits, | 


CGOROLEATRE. JE 


LI 2 C OMME le diametre S C's, eff parallele à Îa tar 
gente D M4, qui pañle par l'une des extremités A7 du dia- 
metre MCm, & que cette tangente rencontre Les deux 
afymptotes CD, C d, de l'Hyperbole, qui paile par le 
point M : il s'enfuit qu'il tombe dans les angles à côté de 
Vangle D Cd, fait par les afymptotes de cette Hyperbole; 
Et qu'ainfi c'eft un fecond diametre. 

D'où l'on voit quentre deux diametres conjugues 
MCm, SCs, il y ena toûjours un premier My, &un 
fecond S s. 

COR: OE RL AENR ES TILL 


En L E fecond diametre S'C's , eff coupé par le mi- 
lieu au centre C', & de plus égal à la tangente D Md\, 
qui paffant par l’une des extremités A7 du premier diame- 
tre Mm, qui lui eft conjugué, eft terminée par les afym- 
ptotes. Car à caufé des paralleles MS ,Cd, & Ms, CD: 
il eft clair que C'S eff égale à AT d, & Cs à MD. Or 
D M4, eft divifée * en deux parties égales au point tous : 
chant AZ, Donc &c. 


COROLLAIRE IV. 
I14. 1) EUX diametres conjugués M, Ss ; étant 
donnés, & fçachant lequel des deux eft un premier dia. 
mgtre ; 1l ne faut pour avoir les afymptotes CD, Cd, que 


Art, 100. 





résine cr oi NUE ia 
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tief par le centre C, des paralleles aux deux droites 
MS, Ms, menées de l’une des extremites A, du pre- 
mier diametre Mm, aux deux extremités S, s , du fe. 
cond. 

Et réciproquement les deux afymptotes CD, C d, 
d'une Hyberbole étant données , avec l’un de fes points 
Î, il ne faut pour avoir deux de ces diametres conju« 


gués MCm, S C5, que tirer MH parallele à l'une des 


afymptotes C d, qui rencontre l’autre afvmptote C D en 
ymPp YP 


H; & l'ayant prolongée en S , en forte que HS foit 
égale à H M, mener les droites C M, CS. Car tirant 
MD parallele à CS, il eft clair à caufe des triangles 
femblables CHS, MHD, que HD eft égale à HC'; 
puifque MH eft égale à HS ; & qu'ainfi * MD ef 
_tangente en M : d'où il fuit felon la définition 13°, que 
les lignes C M, CS, font deux demi- diametres conju- 
gués. 

Il eft donc évident que deux diametres conjugués A7», 
S s, étant donnés de pofition & de grandeur, & fçachant 
de plus lequel des deux eft un premier diametre; on ales 
deux afymptotes C D, C'd, avec l'un des points 47, de 
l'une des Hyperboles oppofées. 

Et réciproquement que les afymptotes CD , Cd ; 
d'une Hyperbole étant données , avec un de fes points 
M ; on a deux de fes diametres conjugués M», S 5, de 
polition & de grandeur; &c l'on fçait lequel des deux eft 
un premier diametre ; fçavoir, celui qui pafle par le point 


donné 47, 
GoROLEAFKRE V: 


#1 Lx fecond diametre SC: , étant donné de po- 
fition, pour en déterminer la grandeur , & trouver le. 
premier diametre M», quilui eft conjugué ; on lui me- 
nera par tout où l’on voudra au dedans de l'angle fait 
par les afymptotes, une parallele LZ, terminée. par les 
afymptotes en L , /; & par fon point de milieu O,, le 
premier diametre CO, qui rencorrera Rene cn 
ii] 


* Art.107: 
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un point M ; par lequel ayanttiré les droites MS , Ms; 
parallele aux afymptotes ; il eft clair , felon la définition 
13°, que les points S, s, où elles rencontrent le fecond dia- 
metre S C's, donné de polition, en déterminent la gran- 
deur, & que le premier diametre MC m lui eft conjugué. 
Car menant par le point M, la ligne DA, parallele à LZ, 
& terminée par les afymptrotes, elle fera coupée en deux 
également au point M ; puifque L Z, l'eft au point 0: & 

* Art.109. partant * elle fera tangente en 7. 

De-R , il eft évident qu'un fecond diametre SC; 
étant donné de polition, fa grandeur eft déterminée en 
forte qu'il ne peut en avoir qu'une feule ; comme aufli la 
grandeur & la pofition du premier diametre M», qui 
lui eft conjugué. 


COR OLLARRE. VE 


116. U N fecond diametre S C'5, étant donné de po- 
fition & de grandeur, avec fon parametre, & la pofi- 
tion de fes ordonnées ; il fera facile de trouver de poli- 
tion & de grandeur le premier diametre MCm, qui 
lui eft conjugué , avec fon parametre. Car ayant mené 
par le centre C , une parallele indéfinie aux ordonnées 
du diametre S s, on marquera fur cette ligne deux points 
M , m , également éloignés de part & d'autre du centre 
C, en forte que Mm foit égale à la moyenne propor- 
tionnelle entre le fecond diametre S 5, & fon parametre. 
Puis ayant trouvé une troiliéme proportionnelle aux deux 
lignes Mm, Ss, ileft clair, felon les définitions 14 & 15, 
que Mm fera le premier diametre conjugué au diame- 
tre Ss, & qu'il aura pour fon parametre cette troifiéme 
proportionnelle. 


BR:O POS ET I ON NIE 


Theorême. 


Fi. 44. 117. 5 E quarré d'une ordonnée quelconque ON, au pre- 
mier diametre Mm, ef au retlangle de M O par Om, par: 
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ies de ce diametre prolongé ; comme le quarré de [on conjugué 
Ss, ef} au quarré de ce premier diametre M mm. 


REZ ae reeete 2 

11 faut prouver que ON.MOxOm::Ss.Mm. 
Ayant mené par l'une des extremités A7, du premier 
diametre Mm , une parallele D 4 au fecond diamettre 
Ss, terminée par les afymptotes selle fera tangente en 
M, felon la définition 13°. Et par conféquent * elle fera 
coupée en deux également par ce point: c'eft pourquoi, 
fi lon prolonge l’ordonnée ON ( qui felon la définition 
14° eft parallele au diametre S's ) de part & d’autre du 
diametre Mm, elle rencontrera les afymptotes en deux 
points L, /, qui feront également éloignés de part & 
d'autre du point O. Cela poifé, foient nommées les don- 
nées CM, ou Cm,1t;CS, ou Cs, ou * MD, ou Md, 
c ; & les indéterminées CO, x: ON, y;son aura à caufe 


des triangles femblables CMD , COL , cette propor- 
tion: CM(:). MD(c)::CO(x).OL ou0/=—. Donc 
LN ou LO + ON—=<=+y,& Nlou O!E NO 


À 


= y; EtpartantLNx N]==—7yy=* D MxMd 


[A 
— cc. D'où il füit que ON (37). MOxOm(xx—1:):: 
Ss (acc). Mm(att). Puifquen multipliant les Extré- 
mes & les Moyens, ontrouve4f#yy—4ccxx—4cctt, 
c'eft à dire (en divifant par 42#, & tranfpofant à l'ordi- 
naire ) l'équation mème précédente —— —yy=6c. Ce 
qu'il falloit démontrer. | 
COROLLAIRE GENERAL. 


118.1, eft vifible que ce quon a démontré dans fa 
Propolition feconde *, par rapport aux deux axes 44, 
Bb; s'étend par le moyen de cette Propofition à deux 
diametres conjugués quelconques, Mm, S5s. Or com- 
me les articles 80, 81, 82, 83, 84 & 85, fe tirent de la 
feconde Propolition , & fubliftent également, foit que 


l'Angle 4CB, foit droit ou quil ne le foit pas; il s'en< 


* Art.109, 


XArtx 13 


* Art, 90; 


d Art 70e 








Fic. 45. 


# Art.109. 


Y Art,100. 
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fuit que fi l'on fuppofe dans ces articles que les lignes 47; 
B 6, au lieu d’être les deux axes, foient deux diametres 
conjugués quelconques, ces articles feront encore vrais 
dans cette fuppofition : car leur démonftrarion demeu- 
re toujours la même ; & il ne faut pour s'en convaincre 
entierement, que les relire en mettant par tout où fg 
trouve le mot d'ÆAxe, celui de Diametre. 


PROPOSITION VIII. 
Theorème. | 


I TO. Ç OIENT deux tangentes quelconques DE, EG; 
d'une Hyperbole Mi À, terminées par les afÿymptotes, € qui 
s'entreconpent en un point © ; je dis que les cotés des triangles 
CDE,CEG, autour de l'angle commun C , font réciproque- 
ment proportionnels. 

Il faut prouver que CD. CF::CG.CE. 

Ayant mené par les points touchans M, 4, les paral: 
leles MH, AL, à l'afymptote CG; il eft clair à caufe 
des triangles femblables C DE, HD M, queC D eft dou- 
ble de CH,& CE double de H M; puifque D E eft * 
double de D A. Et à caufe des triangles femblables CFG, 
LFA, queCFeft double de CL, & CG double de L 4; 
purfqueG:; et double dé FANOLE CE CE" TELE. 
HM. Er partant fi fon, prend le double de chaque ter- 
me, onama 2 CHouCD.2CLouCF::2 LA ouCG: 
2 HM ou CE. Ce qu'il falloit démontrer. | 


COROLLAIRE, 


: 20. | L fuit de cette Propofition que Îes droites D G; 
FE, font paralleles entr'elles. D'où il eft évident : ; 

1°. Que les triangles CDE, CFG:, font égaux; car 
les triangles FDE, FGE, qui ont la même bafe FE, 


& qui font entre les mêmes paralleles DG, FE, font 


égaux ; Et partant, fi Jon ajoûte de part & d'autre le 
même 


a 
NN 
ns 
+ 
ho) W 
à 
Le} 
SN 
L 
| Mn 
Sd 


a 


Planche 
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même triangle CEF, on formera les triangles CDE 
CFG, qui feront égaux entr'eux. ; 

2°, Que la ligne D Æ eft coupée en même raifon 
aux points /7, ©, que la ligne FG left aux points À, 
O. Car menant par les points touchans la droite MA, 
il eft clair quelle fera parallele aux deux droites D G, 
FE; puilqu'elle coupe par le milieu les droites DE, 
FG, renfermées entre ces paralleles. 


PROPOSITION IX 


t ” 


 Theorème. 


21, par un point quelconque M d'une Hyperbole ; Fic.46.& 
l'on mene une ordonnée MP 2 tel de fes diametres Aa que 47: 
l'on voudra, € une tangente MT qui le rencontre en T 5 je 

disque CP.CA::CA. CT. en obfervant que les points P, 

TL, Zombent du même coté du centre C, lorfque la ligne À à ef 

Un premier diametre ; G au contraire qu'ils tombent dé part € 

d'autre du centre, lorfque c'eff un fecond diametre. | 

Premier cas. Lorfque la ligne 44 eft un premier dia- Frc. 46, 
metre. On prolongera la tangente MT jufqu'à ce qu'elle 
rencontre les afymptotes CD, C G;,auxpoints D,E ; & 
lordonnée P M, jufqu'à ce qu'elle rencontre ARE 
CD au point N ; on menera enfuite par le point À la li- 
gne AK, parallele à DE, qui rencontre l'afymptote 
CG au point K, & la tangente FG terminée par les 
afymptotes, qui fera parallele * à P M, & qui rencontre X Def. 143 
au point Q l'autre tangente D E. 

Cela pofé, APeftà 4C, ouFNàFC , en raifon com- 
poiéede FN à FD,oude0MàOD;ou*de0A4à0G;ou * 4190. 
d EKàEG,& de FDàFCou*d… EGàEC.OrATeftà x 4120, 
TC,ouKEàEC ,enraifon compoféedeEKàEG,& de | 
EG à EC. Donc AP. 4C:: AT.TC. puifque les raifons 
compofantes de ces deux raifons font les memes ; & par 
conféquent AP+ 4C ou CP. CA:: AT+TC ou C A. 

OT. Ce qui étoit propofe en premier lieu. : 








* Art. 80. 
7 119. 


Fic. 48. 
Ê 49° 


R Art.T21. 
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Second cas. Lorfque la ligne 44 eft un fecond dia- 
metre. Ayant mené par le centre €’ la ligne CK pa- 
rallele à l’ordonnnée P M, qui rencontre l'Hyperbole au 
point B, & la tangente MT au point R, & par le point 
touchant M la ligne MK parallele à A2; il eft clair 
que C'B fera le premier denu-diametre conjugué au fe- 
cond 44, & qu'ainfi AZK fera ordonnée à ce diametre. 

Cela pofé, fi l'on nomme les données € 4 ou C'a ; 
1: CB, c; & les indéterminées CP ou MK, x: PM 
ou C'K,7ÿ; on aura félon ce qu'on vient de démontrer 
dans le premier cas, CR — HAS &partantRKouCK—CR 


Yy——c 0 


on Or les triangles femblables KRAM, CRT, 
| ÿY—cc Ce 7 + or 
donnent KR) RC es :: MK (x). CT= 


CCx 


La CCxXx 1 
————, en méttant pour yy—cc fa valeur ti- 
Y)— cc x tt 


rée de ce que yy=*—"+ce. C'eft à dire que CP. 





CA::C A. CT. Ce qui reffoit à démontrer. 


PROPOSITION X. 


Theorême. 


122. S, par un point quelconque M d'une Hyperbole qui 
a pour centre le point C ; on mene une ordonnée MP à l'un 
ou à l'autreaxe À a, @ une perpendiculaire M G x la tan- 
gente MT , laquelle pale par M: Je dis que CP fera tou- 


jours à PG en la raifon donnée de l'axe Aa à fon Para- 
meire. | 


Car nommant le demi-axe € 4 ou C4, 73 & les indé: 
terminées CP, x; PM, y; on aura * CT ="; Et par- 





tant PTE, felon que 44% eft le premier ou le 
fecond axe, Or les triangles reétangles femblables 


TPM. MP G, donnent TP (==). PM(y)::PM 
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(y). P G— 27. D'où l'on tire cette proportion CP 


2 


——2 ——3 ——— 
IT SE D 7. ’ e- 
(x) PG(2Z)::CPECA(xxTtt) PM(yp} 
puifqu'en multipliant les moyens & les extrêmes, on 


trouve le même produit xyy. Mais CP = CA «à 


=— 2 
P M, comme * l'axe Aa eft à fon parametre. Donc 
C'P eft aufli à PG en cette même raifon. Ce qu'il falloit 
démontrer. : | 


PROPOSITION XI 
Theorème. 


123: S; d'un point quelconque M d'une Hyperbole , l'on 
tire à fes deux foyers K, f, les droites MF, M f; je dis que 
Ja tangente MT, qui pafle par ce point M, divife en deux 
également l'angle FE Mf. 

Car ayant mené les perpendiculaires F D , f d, fur 
la tangente MT ; le premier axe 44 , qui pañle par les 
foyers F,f, & qui rencontre la tangente en T'; & l'or- 
donnée MP ,à cet axe: on nommera les données C À 
ouCa,t;CF ouCf,m ; & l'indéterminée CP, «. 
L'on aura MF* (Es). Mf( ++) :1FouCF 
(m)—CT* ee Tf ou Cf(m) +CT (=). puifqu’en 
multipliant les extrèmes & les moyens, on formele même 
produit, Or les triangles reétangles femblables TFD, 
Tfd, donnent T F. Tf:: FD. fd. L'hypothenufe 47 F du 
triangle reétangle M D F, fera donc à l'hypothenufe MF 
du triangle rectangle M df, comme le côté D F eft au 
côté df; & par conféquent ces deux triangles feront 
femblables. Donc les angles FMD , fMd, qui font op- 
pofés aux côtés homologues D F, df, feront égaux en- 
treux. Ce qu'il falloit démontrer. 


* Art. 8 r. 


F1G. so. 


* Art.78. 


* Art.121. 





* Def. 11. 
7 13. 


* Def. xt. 
CF 17. 


Art, x E2. 


* Art. 88, 
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G'ORRSO LMP ASER E, 


124 E)e il eft évident , que la tangente MT, 


. étant prolongée indéfiniment de part & d'autre du point 


touchant M, laifle l'Hyperbole 4 M, toute ertiere du 
côté de fon foyer interieur F. Et comme cela arrive toù- 
jours en quelque endroit de cette Hyperbole qu'on pren- 
ne le point M , il eft vifible qu'elle fera concave dans 
toute fon étenduë autour de fon foyer interieur F. 


PROPOSITION XIL 
Theorême. 


I25: he différence des quarrés de denx diametrés conjr: 
qués quelconques Mm , Ss, ef égale à la différence des 
quarrés des deux axes Aa, Bb. | 








IT faut prouver que CS—CM=CB—C A, ou que 
CM—CS—CA- CB 

Si l'on mene les droites MS, AB , elles feront parak- 
feles à l'afymptote Cz, & de plus coupées en deux éga- 
fement par l'autre afymptote CG, aux points FH, Gr; 
puifque * les lignes M5, 46, font paralleles à cette afym- 
ptote | & que les feconds diametres Ss, B&, font cou- 
pes * en deux également au centre C. C'eft pourquoi fi 
lon mene fur l'afÿmptote € G, les perpendiculaires 4F, 
BE, ML, SK, on formera les triangles GAF,GBE, 
& HML, HS K , qui feront femblables & égaux. Cela 
pofé, foient nommées les données CG ou *GA4,m; 
GEou GF,4; AF ou BE,6; & les indéterminées 
CH ,x;,HM, y: ce qui donne CEm+a,CF— 


m—4a4;CE+EB où CB=mmrcamtés +00). 
CF+FAou CAÂ— mm — 2amr+aarbé. Et par-- 


tant CB CAE en Or les triangles femblables 
GAF, HML, foumiflen GA(m"). AF(b)::HM 

















(y) ML ou RSR GA(m)-GF(a4):: HW 


DE: L'HYPERBOLE Le. 
(y). HL ou HK—="—. Donc. C K — x+, CL—x 
Dresen 2 2 
= 7, CK + KSou CS—=xx, ++ Fa à 
His m mm in m 


FT. TV ” x a * bby 
CL+EILMouCM—=xx— 75 77577) Et 


m 7 M mn Mm : , 








24%xy aayy bbyy 














Y / = a XY £ 
partant CS —C M— EL — 4am, en mettant pour 


x y fa valeur *m m. Donc CS— C M—CB—CA; 
Ce qu'il falloit démontrer. 

Si l'angle GC£, fait par les afymptotes,; étoit aigu, au 
lieu que’ dans cette figure & le raifonnement qui lui eft 
approprié, il eft obtus; C'F feroit alors plus grande que 
CE, & on prouveroit de la même maniere que C MECS 
— CA—CB. Mais fi l'angle G C'g,fait par les afym- 
ptotes, étoit droit ,1l eftivifible alors que les lignes 4B, 
IS , feroient perpendiculaires fur lafymprote CG ; & 
qu'ainfi les deux demi-diametres conjugués CM, CS, fe- 
roient égaux entreux , de même que les deux demi-axes 
C À, CB. Or comme alors la différence des deux dia- 
metres comugués Mm, S 5, eft nulle, aufli bien que celle 
des deux axes 44°, BG ; il s'enfuit que cette Propofition 
eft vraie dans tous les cas. 











COROLLAIRE: 


L: 26. )e.1x il eft évident qu'un premier diametre 
quelconque Mm, eft moindre ; plus grand, ou égal au 
fecond diametre S s, qui lui eft conjugué ; felon que l’an- 


gle GCg, fait par les afymptotes, eft obtus, aigu, ow 


droit. Fee 
| DE FINITION. 

| 16. 

Les deux Hyperboles oppofées font appellées. Eywile- 


zeres, lorfque deux de leurs diametres conjugués quel- 


conques font égaux entreux; ou bien lorfque l'angle 


fait par leurs afymptotes eft droit, 


& ii 


* Art.10 Le 





FrG. 2: 


* Art, 81. 
€ 118. 


K Art.126. 


Fr. 53. 
ÉABSE 


* Art.114. 
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COROLLAIRE. 


127.0; d'un point quelconque A7 d’une Hyperbole 


équilatere , l'on mene une ordonnée M P à tel de fes dia- 


ÉRnr LIT, ——— 2 D 
metres 44 qu'on voudra, on aura * MP —CP= CA: 
fçavoir — , lorfque 4x eft un premier diametre ; & +, 
lorfque c’eft un fecond. Car le diametre conjugué au dia- 
mette À # * lui fera toûjours égal. | | 


PROPOSITION XIII. 
Problème. 


126. D EUX diametres conjuques quelconques étant don: 
nËs , € fcachant lequel des deux cf? le premier ; on ce qui re- 
vient * au même, les afymptotes CD, CF, d'une Hyper- 
bole éiant données , avec un de [es points quelconques M : 
mener deux diametres conjugués Aa, BD, qui faffent en- 
treux un angle égal à un angle donné. 
Ayant coupé dans un cercle quelconque qui a pour 


centre le point 0, un arc def capable de l'angle DCF 


fait par les afymptotes ; on menera par le point de mi- 
lieu e, de la corde df, la ligne 2 c qui fafle avec cette 
corde de part ou d'autre l'angle dec ou fe c égal à l’an- 
gle donné ; & par le point c , où elle rencontre larc dcf, 
les droites cd, cf. Cela fait , on prendra fur les afym- 
ptotes les parties C D, CF, égales aux cordes cd, cf; & 


ayant tiré D F, l’on menera le fecond diametre B£ pa- 


_ tallele à cette ligne , & le premier diametre 44 qui paf 


fe par {on milieu E. Je dis que ces deux diametres' 4%, 
B b, font entr'eux un angle égal à Pangle donné, & qu'ils 
font conjugués l’un à l’autre. : 

Car par la conftruttion l'angle dcfeft égal à l'angle 
D C F fait par les afymprotes ; & par conféquent les 
triangles DCF,dcf,& DCE, dce, font égaux & fem- 
blables. L’angle B C4, que font entr'eux les deux. dia- 
metres A4, Bb, fera donc égal à l'angle DEC, ou dec 
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qui a été fait égal à l'angle donné. De plus, fi lon mene 
pat le point À, que je fuppofe être l’une des extremités 


du premier diametre 44, une parallele à D F;ileft clair 


qu'elle fera coupée également par ce point , puifque 
D F Left au pont E ; & qu'ainfi* elle fera tangente en 
À; d'où il fuit “ que les diametres 447, B& {ont con- 
jugués. | 

Maintenant pour déterminer la grandeur de ces deux 
diametres ; on tirera par le point donné A7, une paral- 
lele MKE au premier diametre 44, laquelle rencon- 
tre l’afymptote CD au point K:, & l'autre afymptote 
CF ;yærolongééau delà du centre C', au point L : & ayant 
pris C À moyenne proportionnelle entre KM, ML sil 
eft clair * que le point 4 fera l'une des extremités du pre- 
mier diametre 44 ; & qu'ainfi menant les lignes AB , 26, 
paralleles aux afymptotes CF, CD, elles * dérermineront 
par leurs points de rencontre B, &, la grandeur du fecond 
diametre B 4, | 


Comme l’on peut mener deux différentes lignes ec, er. 
qui faflent avec la corde df, de part & d'autre des an- 
gles dec, fec, égaux à l'angle donné, lorfque cet angle 
n'eft pas droit ;il s'enfuit qu'on pourra toûjours trouver 
alors deux differens diametres conjugués 4%, B &, qui fa- 


tisferont également, comme l’on voit dans les figures s4 


& $5. Mais il eft à remarquer que les diametres conju- 
gués A4, Bb, de la fig. $ 5. ont une pofirion femblable par 
rapport à l’afymptote C F, à ceux de la figure $4. par rap- 
port à l’autre afymptote C D ; & que leur grandeur de- 
meure la même dans ces deux-différentes pofitions. Car, 

1°. Menant du centre o'au pointe, milieu de la 
corde df, la ligne ve, elle fera perpendiculaire à cette 
corde, & par conféquent les angles oec; oee, feront 
égaux ; c'eft pourquoi tirant les rayons oc, oc, les trian- 
gles oec, oec, qui ont le côté os commun, les angles 
oec, oec, & les côtés 06, 06 égaux entreux , auront 
aufli leurs troifièmes côtés ec, ec, égaux. Les triangles 
fec, dec, qui ont les côtés ef, ed, & ec,ec, & le 


*Art.109. 
* Def, 13. 


* Art. 94 
* Def. 13 


F1G. $ 3e 
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angles fec, de c; égaux, feront donc égaux & femblables; 


d'où l'on voit que l'angle ecf, ou E CF, de la figure 55. 


K Art. 94. 


FrG. 56. 
D 57: 


{ 


KArt,11r. 


eft égal à l'angle ecd, ou EC D , dela fig: 54. & qu'ainfi la 
pofition du diametre 44, de la fig. 55. par rapport à l’a- 
fymptôte CF; eft femblable à celle du diametre 44, de 
le-figure,s 4. par rapportà l’autre afymptote C D. : 

2°, Si l’on mene dans la figures $.la ligne 477, qui faffe 
avec l’afymptote CF , prolongée du côté du centre C, 
l'angle M4C égal à l'angle MEC ou ECF, de la:fi- 
gure 54. 1l eft clair que les lignes M], Mk, de la figure 
$ 5. feront égales aux lignes AL, MKde la figure ç45 
puifqu'on fuppofe que la pofition du point M par rapport 
aux afymptotes, £ft la même dans ces deux figures. Or 
l'angle A77/L, compiement à deux droits de l'angle 
M1C', de la figure ss. ou de EC F de la figure 54, eft 
égal à l'angle MK#, complement à deux droits de l’an- 
gle EC D'de la: figute ss. ou EC Fde lafigure 54; Et 
par conféquent dans la figure 5 5. les deuxtriangles L M/,- 


.& MK , qui ont l'angle en M commun, & les angles aux 


points /,K , égaux, font femblables : ce qui donne L M. 
Ml::4M. MK.Et partant LMxMK=1IMx Mk ou 
LM%xM K. de la figure 54. D'où l’on voit * que les pre- 
saiers demi-diamerres C4, CA, des figures $4 & $ 5." 
font égaux. Il ent@ft de même du diametre B 4; puifque 
fa polition & fa grandeur dépendent de celles du: premier 
diametre 44, auquel il eft conjugué. 


: Comme l'on ne:peut mener qu'une feule ligne ec, qui 
fale avec la corde df de part ou d'autre, un angle égal à 
l'angle donné’, dorfque cet angle  eft droit 5-11 s'enfuit 
qu'il n'y;a que. deux diametres conjugués 44, Bb, qui 
faflent ‘entr'eux un-angle droir ; & qu'ainfi * ils feront les 
deux axes. Mais le triangle d c fou D CF, étant alors 
ifofcelle , le premier axe 4% divifera par le milieu l'an- 
glé DC F fait par les.afymptotes; d'où l’on voit que 
pour trouver de pofirion les deux axes , 1l n'y a quà ti- 
er deux lignes droites Aa, B 4, perpendiculaires entr’- 
elles, dont l’une d'elles 4%, divife par le milieu l'angle 

| | | D CF, 
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DCF, fait par les afymptotes : après quoi l’on en déter- 
minera la grandeur, comme on vient de l’enfeigner pour 
les diametres conjugués. 

On peut encore trouver les deux axes de cette autre 
maniere. Soit menée par le point donné 47 une parallele 
M H à l'une des afymptotes_C F', & terminée par l’autre 
C D au point H. Soit prife fur l'afymptote € D, la partie 
CG égale à la moyenne proportionnelle entre C H, HM: 
& foit tiré par le point G une parallele 4 B à CF, telle 
que chacune de fes parties G 4, GB , foit égale à CG. 


11 eft évident que les lignes C 4, CB, * feront les deux *#r4ror: 


demi-axes de pofition & de grandeur. 


COROLLAIRE, 


120. ]; ef donc évident ; 1°. Qu'il n’y a que deux 
diametres conjugués qui faffent entreux un angle droit; 
& qu'ainfi il ne peut y avoir que deux axes. 20. Qu'on 
peut toûjours trouver deux différens diametres conju- 
gués qui faflent entr'eux un angle égal à un angle donné, 
lorfque cet angle n’eft pas droit ; que les deux premiers 
ont une polition femblable par rapport à l’autre afym- 


ptote , à celle des deux autres par rapport à l’autre afym- 
ptote ; d’où il fuit qu'ils font femblablement pofés de 


part & d'autre des deux axes, puifque les deux axes divi- 
fent par le milieu les angles faits par les afymptotes ; & 
qu'enfin leur grandeur demeure la même dans ces deux 


différentes pofitions, 
PR OEP: OS ET: ON EXAV 
Problème. 


130. D EUX diametres conjugués quelconques étant dou: 
nés, € [çachant lequel des deux eff le premier ; ou ce qui eff 
la même chofe * les afymptotes de deux Hyperboles oppoffes 
étant données avec un de leurs points quelconque : décrire 
«es Hyperboles par un mouvement. continue. 

L 


a 


*Art, 114, 
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Fire. 58. 


PREMIERE MANIERE. 


On cherchera les deux axes , comme l’on vient d’en< 
feigner dans la propofition précédente , & l'on décrira 
enfuite les Hyperboles oppofées felon l’article 76. 


SECONDE MANIERE. 


Soient A4, BB, les diametres conjugués donnés, en- 
tre lefquels le diametre 44 eftle premier, ou bien € G&, 
C'g, les afymptotes données, avec le point 4, un de 
ceux des Hyperboles oppofées. Ayant mené par le point 
donné. 4 une parallele 4 G, à lune des afymptotes CZ, 
& terminée par l’autre en G, on fera gliffer le long de 
lafymptote C G, indéfiniment prolongée de part & d'’au- 
tre du centre €’, une droite HK égale à CG, qui entrai- 
nera par fon extremité H une parallele HM à l'afymp- 
tote C'g, & par fon autre extremité K, une droite K 4 


mobile autour du point fixe À. Je dis que l'interfeétion 


& Art,101. 


Fic. $9, 


continuelle M des droites 4 K, H M, décrira dans ce 
mouvement les deux Hyperboles oppofées qu'on de- 
mande. | 

Car à caufe des triangles femblables KHM , KG À, 
on aura toujours K H ou CG. HM::KG ou C H. GA. 
Et partant CHxHM—=CGxG A. Le point M fera 
donc * un des points de l'Hyperbole qui paffe par le point 
donné 4, & qui a pour afymptotes les droites données 


CG, Cg; ou de l'Hyperbole oppofée. 
PROPOS ILIF EFON- X V. 
| Problème, 

13 if ES mêmes chofes étant données que dans la Pro= 


pofition précédente , décrire les Hyperboles oppofées par plu: 
ficurs points. | 


PREMIERE MANFERE. 


Soient CD, CE, les afymptotes données, & 4 le 


D'E 2 HYPERBOL'E. 8e 
point donné. Ayant-mené par ce point 4 autant de lignes 
DE,DE, DE, &c. qu'on voudra, terminées par les 
afymptotes ; & ayant pris fur ces lignes droites les parties 
EM, EM, EM, &c. égales à 4 D, AD, AD, &c ; fça- 
voir chacune à fa correfpondante : il eft clair * 1°. Que 
les points M, M, M, &c. feront à l'Hyperbole qui pañle 
par le point 4, lorfque les points E, E, E, &tc. tombent 
au deflous du centre. 2°: Que ces Hyperboles ont pour 
afymptotes les droites CD, CE. Faifant donc pañer 
pat tous les points M, M, M, &c. qui tombent dans 
l'angle fait par les afymptotes, une ligne courbe, & par 
les autres points M, M, M, &c. qui tombent dans l'an- 
gle oppolé au fommet à celui-ci, une autre ligne cour- 
be ; ces deux lignes feront les deux Hyperboles oppofées 
quon demande. 


SECONDE MANIE'RE. 


Soient les lignes 44, B & , les deux diametres conju- 
gués donnés, entre lefquels À z eft le fecond. Ayant 
pris fur le premier demi-diametre CB prolongé indéfi- 
niment du côté de B , de petites parties CE, EF,EE, 
êtc. égales entr'elles, autant & de telle grandeur qu'on 
voudra, on menera par celui des points E, qui eft le 
plus proche du centre €’, la ligne EP parallele à B 4; 
& on prendra fur le fecond diametre 44 de part & d'au- 
tre du centre C', autant de petites parties CP, PP , PP, 
&c. toutes égales à C'P, qu'il y a de petites parties C'E, 
EE,EFEE, &c. Ayant tiré C D perpendiculaire & égale 


à CB, on menera par tous les points P, P,P, &c, des 


paralleles MP M, MP M, MP M, &c. au premier dia- 
metre Bb, fur chacune defquelles on prendra de part 
& d'autre du point P, des parties PM, PM, égales 
chacune à fa correfpondante E D. Je dis que les deux li- 
gnes courbes qui paflent par tous les points M ainfi trou- 
vés , feront les deux Hyperboles oppofées qu'on de- 


mande. 


Car nommant les données C 4,1; CBouCD,c;& 
Li; 


* Art,106. 


FrC. 00 








# Art. 81, 
dr 118, 


F1G. 67. 
F Def. 16. 
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les indéterminées € P , x: PM, y; les triangles fent- 
blables C 4 B, CPE, donneront cette proportion 


CA(:) CBic)::CP(x). CE—"®. Et à caufe du 
triangle E C D reétangle en C', ( en imaginant chaque 
hypothenufe ED qu’on a omife de peur de coniufion 


dans la figure }le quatré ED ou P My ) CE Ce | 


+ CD(cc). La ligne PM fera donc * une ordonnée 
au fecond diametre 44, qui a pour conjugué le pre- 
mier Bb; & comme cette démonftration convient à 
toutes les lignes P M, puifque chaque CP eft toûjours à 
la correfpondante CE, en la raifon de CA à CB:i 
s'enfuit, &c. 

Lorfque les diametres conjugués 44, Bb, font égaux 
entr'eux, c'eft à dire *, lorfque les Hyperboles qu'on de- 
mande font équilateres ; fa conftruction devient beau- 
coup plus aifée. Car ayant mené C D perpendiculaire & 
égale à CA, & tiré par un point quelconque P du dia- 
metre À #, une parallele A7 P MF au premier diametre 
Bé;iln'y aura qu'à prendre fur cette ligne de part & 
d'autre du point P, les parties PM, P M, égales cha- 
cune à P D, pour avoir deux points des Hyperboles op- 


. pofées. Car à caufe du triangle P CD reétangie’ en C(en 


XArt.127. 


FIG. 67. 


imaginant chaque hypothenufe P D) on aura toûjours 
PD ou PM—CP-+CD ou CA ; & partant la ligne 


P M fera*une ordonnée au fecond diamettre 4 z, quia 
pour conjugué le premier B& qui lui eft égal. 


DEFINITION: 


ET. 
Sont deux Hyperboles oppolées 4 M ,a m'; qui 
ayent pour premier‘ axe la Hgne 44, & pour fecond 
axe la ligne B &:; & foient deux autres Hyperboles oppo- 
fées BS,b#, qui ayent au contraire pour premrier.axe 
la ligne B 5, & pour fecond axe la ligne 4 z : ces deux: 
nouvelles Hyperboles B S;, &s, font appellées Conjrquees 


 AD'ETHYPEREOINE Se 
aux deux premieres AM, 4m; & les quatre enfemble font 
appellées Hyperboles conjugués. | 


Cor OLLATIR EE 


32: Ï: eft clair que les lignes Bz, 46, font paral- 
leles ; puifque les droites 44, Bb, terminées par ces li- 
gnes, s'entrecoupent * en deux également au point €. 
D'où il fuit, felon la définition 11°. que l'Hyperbole BS 
conjuguée à À M, a pour l’une de fes afymptotes la ligne 
C'G afymptote de l'Hyperbole 4 M; & pour l’autre, la li- 
gne C'g autre afymptote de l'Hyperbole 4 M indéfini- 
ment prolongée du côté C’ : puifque ces deux hignes 
palfent par le centre C'; & font les paralleles aux deux droi- 
tes Ba, BA, menées de l’extremité B du premier axe 
B5 de l'Hyperbole BS aux deux extremités 4, z, Cu fe- 
cond. Il eft donc évident que les deux droites CG, C£g, 
paralleles à 44, 4B, indéfiniment prolongées de part & 
d'autre du centre C', font non feulement les afymptotes 
des Hyperboles oppofées 47, am ; mais aufli des deux 
autres BS, #5, qui leur font conjuguées. À 


PROPOSITION XVE. 


Theorème. 


Def AS 
Fu 


33 3: l'on mene par un point quelconque H d'une an: | 


tote C G commune aux deux Hyperboles AM, BS, zne pa- 


rallele MS à Pauitre afymptote C g ; je dis qu'elle rencontrera 
ces deux Hyberboles én des points M,.5, qui font également 
éloignés de part G* d'autre du point H. 

Car, 1°. La ligne AS rencontrera * chacune des Hy- 


perboles AM, BS, en un point. 2°. À caufe de l'Hy- 


perbole AM, le reétangle * CHx HM=—=CG»xG A ;:& 
à caufe de l'Hyperbole BS, le reétangle CHxHS— 
CGxGB. Donc, puifque * GB—G À, À senfux que 
CHxHS=CHxH M; Etquanf HS—HM Ce qu'il 
falloit démontrer, Re 

| Lis 


* Art, TO4s 
*Art.10F4. 


* Art,.88% 
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CGOROLLATRE I. 


134, l'on mene des points A, S , des deux Hy- 

perboles 4 M, BS, les diametres MCm, SCs,terminés 

* KArt.xr4. pat les deux autres Hyperboles 4m, bs31l eft clair * que 
le diamettre:S s fera le fecond diametre conjugué au pre- 
mier Mm des deux Hyperboles oppolées AM, am; & 
réciproquement que le diamettre M» fera le fecond dia- 

metre conjugué au premier S s des deux Hyperboles op- 

pofées BS, #5. D'où l'on voit que deux diametres con- 

jugués quelconques Mm, Ss, de deux Hyperboles op- 

pofées AM, am, font aufli deux diametres conjugués 

des deux autres Hyperboles BS, &s, qui leur font conju- 
guées ; avec cette différence que le premier diametre M» 

devient le-fecond, & qu'au contraire le fecond Ss de= 


vient le premier: 


CŒGIR OL LATR EE TIE 


? 3 s-[) E-L A il eft manifefte que les Hyperboles con: 
jugués BS, 6s, aux deux AM, am, paflent par les ex- 
tremités S, s, de tous les feconds diametres SCs de ces 
Hyperboles : & réciproquement que les Hyperboles 4 M, 
am, pañlent par les extremités M, #, de tous les feconds 
diametres MCm des deux Hyperboles BS, bs, qui leur 
font conjuguées. | 
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LIVRE QUATRIFPME. 
Des trois Setlions Coniques. 


D:E' FE NE TT ON. 


Où entend par le terme general de Seéfion Conique; 
chacune des trois lignes Courbes dont l’on vient de 
parler dans les Livres précedens; fçavoir, la Parabole, 
l'Ellipfe, l Hyperbole où les Hyperboles oppofées. 


FR °O:P. OST O NET: 


Theorême. 


136. S 1 par l'extremité À d'un diametre quelconque A a F1G. 63; 
d'une Ellipfe, où d'un premier diametre À a d'une Hyperbole, © 64: 
lon mene une parallele À G à fes ordonnées PM , qui foit 
égale à [on parametre; @ qu'on tire de l'autre extremité à, 
la droite a G, qui conpe en © une ordonnée quelconque P M 
prolongée s’il ef neceflaire : je dis que le quarré de l'ordonnée 
PM ef égal au retfangle de AP par PO. 

Il faut prouver que P M—APxPO. , 

Selon les articles 41 & $5 du fecond Livre, 81 & 118. 
du troifiéme , on aura 4 4. AG:: AP x P 4. P M:0Or 
à caufe des triangles femblables 4 4G, #4 PO, il vient 


Aa. AG: : P 4. P 0 :: AP x Pa. AP x P. 0. Donc 
PM—APxPO. Ce qu'il falloit démontrer. 


COROLLALRE, 


ï 37. 1) E-LA il eft évident que le quarré d’une or- 
donnée quelconque P 7 à un diametre 44 , eft toû- 
jours moindre dans l’Ellipfe, & toijours plus grand dans 


lHyperbole , que le reétangle fax du parametre 4 G 








CSA UT 
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par la partie 4 P de ce diametre , prife entre fon orip& 
ne ou extremité 4, & la rencontre P de l’ordonnée ; au 
lieu que dans la Parabole * ils font égaux. Or-c'eft à 
caufe de cette proprieté, que Apollonius, furnommé le 
Grand Geometre, a impofé aux Sections Coniques les noms 
que nous avons marqués: car 1l a voulu donner à entendre 
par celui de Parabole, la juftefle ou exa@titude ; par celui 
d'Ellipfe , le défaut ou manquement ; & par celui d'Ay- 
perbole, l'excès qui fe trouve dans la comparaifon des 
quarrés des ordonnées P M avec les rectangles corref- 
pondans 4P x AG. 


UROPOSITION IL 
Theorême. 


l 38. D) ANS #ne Ellipfe tout diametre A a, € dans Les 
Hyperboles oppofées tout premier diametre Aa.ef divifé en 
deux également par le centre C, € ne rencontre la Settion 


qu'en deux points. 
On a démontré cette Propolition dans les articles so 


du fecond Livre; 96 & 103 du troifiéme. 
PROMO STI ON, TITI. 
* Theorême, 


Ÿ 39- ii ne peut y avoir qu'une [eule tangente L AL gui 
palle par un point donné À fur une Seifion Conique. 

Cette Propofition fe trouve démontrée dans les arti: 
cles 21 du Livre premier ; $6 du Livre fecond; & 107 


du troifiéme, 


PRO; PEO:SEET TON TV. 


Theorème. 


140. L ES 2ançentes LAL , lal ; gui paflent par les 
extremités À ,a, d'un diametre quelconque d'une Ellipfe , on de 
deux 


Des TRoIs SECTIONS CONIQUES 89 
deux Hÿperboles oppofées, font paralleles entr'elles. 
Ceci a été démontré dans les articles 44 & s$ du Li- 
vre fecond ; & 110 du Livre troiliéme. 


PROPOS LEON: VV, 
Theorème. 


L4I° U N diametre quelconque étant donné dans l'Ellipfe 
ou dans les Hyperboles oppofées ; je dis que la pofition du dia- 
metre qui lui eff conjugué, ef? déterminée de maniere qu’il ne 
peut y en avoir qu'une [eulr. 

Car 1°. Si la Section eft une Ellipfe, ou qu'étant les 
Hyperboles oppofées le diametre donné 44 foit un pre- 
mier diametre ; il eft clair felon l’article $6 du Livre fe- 
cond, & la définition 1 3° du troifiéme Livre, que fon con- 
jugué B6 fera parallele à la tangente L_ AL, qui pañle par 
lune de fes extremités 4. Donc * &c. 

2°, Si la Section étant les deux Hyperboles oppofées, le 
diametre donné B& eft un fecond diametre ; la chofe a 
été démontré dans l’article 115$ du troifiéme Livre. 


ÉOROCLATRE: 


r42. |, eft donc évident qu'une Seûion Conique étant 
donnée ayec un de fes diametres, la pofition des ordon- 
hées à ce diametre, fera déterminée de maniere que cha- 
Cune n'en peut avoir qu'une feule, & qu'elles font tou- 
tes paralleles entr'elles. Car elles doivent être paralleles 
dans la Parabole * à la tangente qui pañle par l'origine du 
diametre donné, & dans les autres * SeCions au diame- 
tre conjugué au diametre donné. 


PRO P:0:S: ET EO:N:-VI 


Theorème. 


143.1) ANS. une Ellipfe tout diametre Aa, dans 

les Hyperboles oppofées tout premier diametre Aa, divife 

la Seétion en des portions À M , am, gui étant prifes de part 
M 


ge" 


* Art.139; 


* Art. 27; 
*Defer2. 
II. gr I 4 
JII, 








& Art. 45. 


553$ 
118. 
XArt.142, 


% Art. 1 38. 


Frc. 68 
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d d'autre de ce diametre dans des pofitions contraires , [ont 
parfaitement femblables @ égales entr'elles. 

Car ayant pris fur le diametre 44 ( prolongé ,lorfqu'il 
s'agit des Hyperboles oppofées) de part & d'autre du 
centre € deux parties quelconques CP, Cp, égales en- 
trelles , & mené de part & d'autre les ordonnées P A7, 
pm; il eft clair que ces ordonnées font * égales entr'elles, 
& que les angles CP M, Cpm, font * égaux. Si donc 
l’on concoit que le plan C'pm féparé de celui qu'on voit 
ici, foit placé de l'autre côté du diametre 44 dans une 
polition contraire, en forte que la droite C'p tombe fur 
CP, &pm, fur P M;il eft vifible que le point z tombe- 
ra * fur le point 4, & le point # fur le point AZ Et 
comme cela arrivera toûjours de quelque grandeur qu'on 
puifle prendre les parties CP, Cp il s'enfuit que tous les 
points # de la portion 4», tomberont exaétement fur 
ous les points A de la portion AM ; & qu'ainfi ces 
deux portions fe confondront l’une avec l’autre. Ce qu'il 
falloit démontrer. 


PROPOSE O Ne VIE 


Theorème. 


69,70, » 144. (; l'on mene par un point quelconque P d'un diamez 


73. 


tre Aa d'une Setlion Conique( prolongé ,lorfque la Secfion 
étant une Hyperbole, c'eff un premier diametre) une paralle- 
le MP M aux ordonnées à ce dismetre ; je dis qu’elle rencon- 
irera la Scéfion en deux points M, M, également éloignés de 
Part © d'autre du point P, @nonen davantage : & resipro- 
quement que fi une ligne M M terminée par une Selfion Coni- 
que ; ef? coupée en deux également par un diametre À a en u# 


point À, antre que le centre , elle fera parallele aux ordonnées 
à ce diametre. 


. / : o © ; 
Ceci à té démontré dans les articles &, 11 & 20. du 


Livre premier ; 43, 45 & 55 du Livre fecond; 83, 85 & 
118 du Livre troifiéme. 


DES Trois SECTIONS CONIQUES: : own 
GOROLLAIRE I. 


145 :° De il eft manifefte que fi une ligne quelcon: 
que MM terminée par une Section Conique, eft coupée 
en deux également par un diametre 4 z en ua point P 
autre que le centre; toutes les paralleles à cette ligne ter- 
minces par la Section, le feront aulli. 


PROPOSITION VIII. 
Problème. 


146. Ux E Seftion Conique étant donnée, en trouver u# 
diametre. 

Ayant mené deux droites M M, NN, paralleles.en- 
trelles, & terminées par la Seétion ; on tirera par leurs 
points de milieu P, ©, une ligne droite 44 qui fera un 
diametre. 

Car * le diametre qui pafñle par le point P milieu de 
* MM, doit aufli paffer par le point © milieu de NN. 


GO RO: EAU LRSE: EL 


147.8, l’on mene en même forte un autre diametre 
quelconque D d; il eft clair que la Seétion Conique fera 
une parabole * lorfque D d eft parallele à 4 #; une El- 
lipfe * lorfque D d rencontre 4 z au dedans de la Section; 
_& enfin une Hyperbole* ou les Hyperboles oppofées lorf- 
que les diametres Dd, Aa, fe rencontrent en un point 
C'hors de la Seétion ; & que dans ces deux derniers cas 
le point de rencontre C'eft le centre. Cela eftune fuite des 
définitions des diametres de ces trois lignes courbes. 
Lorfque l'Ellipfe eft donnée toute entiere, il fufüt pour 
avoir le centre,de mener un diametre 44; car fa grandeur 
étant déterminée par la rencontre de l’Ellipfe, 1l ny a° 
qu'à le divifer par le milieu en C. Il en eft de même lorf- 


que * les Hyperboles oppofées font données, 4 


*Art,145 


* Art: so: 


* Art. 96. 
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COROLLAIRE II. 


- 148.1) E- LA il fuit qu'une Seëtion Conique état 
donnée, avec un point O fur le même plan, on peut toÿ- 
jours mener un diametre D d qui pafle par ce point. Car 
il ne faut dans la Parabole que mener parle point donné 
O une parallele D d à un diametre quelconque 44 ; & 
dans l’Ellipfe, ou dans l'Hyperbole, ou dans les Hyper- 
boles oppofées, une ligne droite D d qui pañle par le 
point donné O, & par le centre C', que l’on aura trouvé 
par le Corollaire précédent. 


COR ODEAERE LIL. 


149. D E-LA il eft évident qu'une ligne droite MM, 
ne peut rencontrer une Seétion Conique qu'en deux 
points M, M; & jamais en davantage. Car fi l'on mene 
par le point de milieu P de la ligne MM un diametre 
Æ a; il eft clair felon l’article 144, qu'elle fera parallele 
aux ordonnées à ce diametre; d’où il fuit felon le même 
article qu'elle ne peut rencontrer la Seétion qu'aux deux 
points M, M. 

Si la ligne droite pañloit par Îe centre C'; on auroiït re- 
cours à l’article 138, où cela a déja été démontré. 


| COROLLAIRE IV. 
150. 1H) NE Ellipfe ouune Hyperbole (fg. 69,70) étant : 


donnée; trouver deux de fes diametres conjugués 4%, 
B 6 & de plus mener les afymptotes C G, C'& , lorfque 
c'eft une Hyperbole. 
Ayant trouvé un diametre À # par le moyen des deux 
paralleles AM, NN, & mené par le centre € une pa- 
* Def. 12, rallele B 2, à ces deux lignes; ileft clair * que les diame- 
IL® 14, tres Aa, Bb, feront conjugués; puifque les lignes A4 ZF, 
NN, étant coupées en deux également par le diametre 


% 4. : | ? 
VArt.144 Aa aux points P, Q,, feront * ordonnées de part & d’autre 
à ce diametre, 





DEs TROIS SECTIONS CONIQUES. 03 
Maintenant pour mener (fa. 70) les afymptotes CG, 
Cg;on fera AP x P 4. P M:: CA. CB où Ci ou 
(ce qui eft la même chofe ) comme la moyenne propor- 
tionnelle entre AP, P x eft à PM, de même € A eftà 
C B ou C6. Et ayant tiré les droites 4B, Ab; on leur 


menera par le centre C les paralleles indéfinies C£, CG; 
qui feront les afymptotes cherchées. Car il eft clair que 


B 4 fera.* la grandeur du fecond diametre conjugué au * 4. 85 
premier A4; & le refte eft évident felon les définitions13 © 118: 
& 14 du troifiéme Livre. 


PROPOSITION IX:1 1. 


Problême. 


IST. U NE Sefion Conique étant donnée, avecunde fes dis: 
metres À a strouver la pofition des ordonnées P M à ce diametre. 

Ayant mené deux paralleles au diametre donné 44, qui  Fic. 68; 
en foient également éloignées de part & d'autre, & qui 69,70 @ 
rencontrent la Seétion en des points M7, M; jesdis que la 77° 
ligne M M qui coupe le diametre donné au point. P, ef 
ordonnée de part & d'autre à ce diametre ; pourvû que le 
point P ne tombe point fur le centre. : 

Car par la conftruétion la ligne MM fera coupée en 
deux également par le diametre 4zau point P; & par 
conféquent elle fera * ordonnée de part &rd'autre à ce *4rr.144 


diametre. | DOTE de - 

On’peut toûjours par cette maniere trouvèr/fà politiont 
d'une ordommée P A'à un diametre‘ donné 4% Car 1° 
Dans fa Parabole & l'Hyperbole (#68 & 70) lorfque 
le diametre donné 4 z eft un premier diametre ; il ef 
clair quà quelque diftance qu'onfmeñe”’de part & d'au- 
tre les deux paralleles au diametre 4 +, elle féncon- 
treront chacune la Section en ui poiné M; "puiique LS x Ær TO; 
Section s'éloigne toûjours dé plus en plus'à l'infini dudia- 20,54, & 
metre #4. 2°. Dans l'Ellipfe (fx.'69:), & dans les Hy- 1 15» 
perboles oppofées ( #g. 71 ) lorfque le re donné 

Mi 








* Art. 44 
© 55: 
* Art. 84 


€T 118. 


X Art,148. 


FAN HO; 
20,445 5) 
84, 118. 
€ Def.9, 
KA2SPE 
TITI 


94 LIvRE QUATRIEME: 

A a eftun fecond diametre ; il eft clair qu'on peut tou: 
jours mener deux paralleles de part & d'autre du dia: 
metre /4z, qui coupent la Seétion chacune en un point 
MT, en forte que la ligne M7 M rencontre le diametre 
donné 44 en un point P autre que le centre 5 puifque 
dans l’Ellipfe * les ordonnées du diametre 4 4 vont toû- 
jours en diminuant depuis le centre C jufquen À, & 
qu'au contraire dans les Hyperboles oppoñées * elles vont 
toûüjours en augmentant , à mefure qu'elles s'éloignent dy 
centre C. 

GO ROLL ATRE 


[ 52: D) E-LA on tire(fc. 68, 69,70) une nouvelle ma- 
niere de mener une tangente par un point donné À fur 
une Section Conique donné. Car * ayant mené par ce 
point un diametre 4z, & trouvé une double ordonnée 
MP M à ce diametre ; il eft clair * que fi l'on mene par 
le. point À une parallele à MM, elle fera tangente 
en À. | 
COROLLAIRE II. 


I53: 1) E-LA on voit encore comment une Ellipfe ou 
les. Hyperboles oppofées (#g.69, 70, 71 )étant données 
avec un de leurs diametres quelconque 4'z ; on peut 
trouver le diametre B 3 qui lui eft comugué. Car il n'y a 
qu'à mener par le centre C une parallele B Z aux ordon- 
nées à ce diametre. 

Ou bien ; foit B 6 le diametre donné , & qu'il faille 
trouver fon conjugué 4 4. Ayant tiré MM parallele à B 4 
& terminée par la Seétion, on menéra par fon point de 
milieu P, & le milieu C de Bb, le diametre cherché 44. 


CoROLLAIRE IIl 


154 U NE Hyperbole M 4 M (fz. 70) étant donnée; 
avec un de fes feconds diametres B à de pofition;en déter- 
miner la grandeur, & trouver en même-temps la pofition de 
fes ordonnées, | 


Des TROIS SECTIONS CONIQUES. g£ 


On cherchera le premier diametre 44 conjugué au. 


fecond B&, par le moyen de la feconde maniere du 
Corollaire précedent ; & ayant fait AP x Pa. PM:: 


CA.CB ou C&. il eft clair * que B6 fera la grandeur 
du fecond diametre B£, & que fes ordonnées feront pa- 
ralleles au diametre 44. 


RERO PEO SE DONEK 


Problème. 


155: D: N point donné T hors une Sellion Conique don- 


née, mener deux tangentes T M , T M, à cette Setfion. 


PourR£zLAPARABOLE. 


Ayant mené (#g. 72) par le point donné T'un dia- 
metre qui rencontre la Parabole au point 4, & pris fa 
partie AP égale à AT'; où tirera par le point P “une 
parallele aux ordonnées qui rencontrera * la Parabole 
en deux points M, M; par lefquels & par le point don- 
né T on tirera les droites TM, TM, qui feront * les 
tangentes cherchées. | 


POUR: LE LE IPSE: 


Ayant mené (#g. 73 ) par le point donné T'* le dia- 


metre 44, & pris CP troifiéme proportionnelle à CT, 


CA;on menera par le point P , une parallele aux or- 

données qui rencontrera * l'Ellipfe en deux points M, WF; 
ar lefquels & par le point donné T on tirera les droites 
M, TM, qui feront * les tangentes cherchées. 


Pour L'HYPERBOLE & LES HYPERBOLES OPPOSE’ES, 
Ayant mené (fx. 74) par le point donné T * le diame- 


tre Aa , dont on déterminera la grandeur * sil eft un 
fecond diametre ; on prendra CP troiliéme proportion. 


* Art. ST 
C7 1184 


F1G. 72; 
73 ©'74- 


*Art.148: 


NANTES re 
* Art. 1 44 


* Art, 2% 
€ 23. 


* Ait,148e 


* Art. 44. 
DANSE 
ET 58e 


*Art.148 
FArES 4 








# Aït.144. 


KArt.12T, 
* Art,108. 


# Art. IO 4 © 


£Art.107. 


LA 
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nelle à CT, C A(du même côté du point donné T; 
par rapport au centre , lorfque ce point tombe dans l'un 
des angles faits par les afymptores ; & du côté oppoié, 
lorfqu’il tombe dans l’un des angles à côté) & l’on me- 
nera par le point P une parallelé aux ordonnées qui ren- 
contrera * l'Hyperbole ou les Hyperboles oppoñées ‘en 
deux points M7, M; par lefquels & par Île point donné 
T', on tirera les droites T' M, T M, qui feront “les tan: 
gentes cherchées, 

Si le point donné tomboït fur.-le centre C', les deux 
tangentes feroient alors * les afymptotes CG, Ce, & on 
les tireroit comme l'on a enfeigné dans l'art. 150. Et enfin: 
fi le point donné tomboit fur une afymptote commeenS, 
on tireroit pat le point H milieu de CS, une parallele 
HM à l’autre afymptote. € G, laquelle rencontreroit * 
l'Hyperbole en un point A7, par où & parle point don- 
né S , on rireroit une droite S'AZ qui feroit * une des tan- 
gentes cherchés ; & l’autre féroit l’afymptote même C'e 


_fur laquelle fe trouve le point donné S. 


K Art, 144. 


CO REOLL EE ANT :RGE. LT. 


25600 dur la ligne 47 P M parallele aux ordon- 
nées rencontre toûüjours * la Section en deux points M, 
M, également éloignés de part & d'autre du point P, 
& non en davantage ; il s'enfuit quon ne peut mener 


d'un. point donné T'hors une Seétion Gonique que les 


deux tangentes TM, T M. D'où il eft évident que le 
diametre qui pafle par le point de rencontre T° de deux 
tangentes, coupe par le milieu en P Ia ligne MM 'aui 
joint les points touchans ; & réciproquement que le dia- 
metre qui coupe par le milieu en P la ligne droite A7 
qui joint les, points touchans de. deux tangentes MT, 


MT, pafle par leur point de rençontre T, 


CoRoL. Il, 
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GOMRSO LT AS TcR Er IL 


eS 7: T OUTES les tangentes de la Parabole ( fe. 
72) fe rencontrent deux, à deux , étant prolongées au- 
tant qu'il eft néceffaire. Car fi l’on joint deux points tou- 
chans quelconques M, M, par une ligne droite, & qu'a- 
près l'avoir coupée par le milieu en P, on prenne fur le 
diametre qui paîle par ce point, & qui rencontre la Pa- 
rabole en À, la partie AT égale à AP ; il eft clair que 
les deux tangentes MT, MT, qui pañlent par les points 


M, M, fe rencontreront en çe point JL 


CSOER ON ÉxAMIER ER LIT 


158], eft encore évident ( #g. 74 \ que toutes Îes 
tangentes d'une Hyperbole fe rencontrent deux à deux, 
étant prolongées autant qu'il eft néceflaire ; & toûjours 
au dedans de l'angle fait par Îes afymptotes. Car fi l'on 
joints deux points touchans quelconques M, M, par une 
ligne droite, & qu'après l'avoir coupée par le milieu en 
P, on prenne fur le diamettre qui pañle par ce point & 
qui rencontre PHyperbole en 4; la partie C T troifiéme 


proportionnelle à CP, C A5 il eft clair que les deux 


tangentes MT, MT, fe rencontreront en ce point T,, 


lequel fera toûjours “au dedans de langle fait par les 
afymptotes ; puifque le deémi-diametre C4 tombe au 
dedans de cet angle, - #] ; 


C:01R°O!L L AR E: IV. 
159." T OUTES Îles tangentes dune Ellipfe ou des 


Hyperboles oppotées (f. 73, 74 ) fe rencontrent deux à 
deux, lorfque la ligne qui joint les deux points touchans 


*Art.107: 


ne pañfe point par le-centre:fçavoir, celles-de lEllip{e . 


du même côté dn centre par rapport à cetteiligne, & 
celles des Hyperboles  oppofées de l'autre: côté. Cela 
f£ prouve par le moyen dela Propofrion cy-deflus, 








X Art.146. 


Fi. 75 
© 76. 


K Art,144, 


* Art, 23. 


*Art.146. 
F1G. 77, 
75 79 ; 
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comme l’on vient de faire voir dans les deux Corollaires 
précédens. 2 


PROPOSITION Xl. 
Problème. 


160. | ] NE Seétion Conique étant donnée , en trouver ur 
diametre qui fafle de part ou d'autre avec [es ordonnées des an- 
qles égaux à un angle donné. 


Pour LA P:ARABOLE. 


Ayant trouvé “un de fes diametres 4P, on meñera 
pat fon origine À, la ligne AN, qui fafle avec AP de 
part ou d'autre l'angle P AN égal à l'angle donné, & 
qui rencontre la Parabole au point N. Ayant divifé ÆN 
parle milieu en O, & tiré OM parallele à,4 P ; je dis 
que la ligne. A10 eft le diametre qu'on cherche. 

Car 1° Tous. les diametres d’une Parabole devant 
être paralleles entreux, felon la définition feptiéme du 
premier Livre, 1l s'enfuit que 470 fera un diametre ; 
puifque .4P en eft un. | en 

2°. La ligne À N terminée par la. Parabole étant cou- 
pée en deux parties égales par le diametre 470 ,: elle lui 
fera * ordonnée de part & d'autre. 

3°. À caufe des paralleles HO, AP, l'angle MO À 
que fait le diametre 0 avec fon ordonnée O4, fera 
égal à l’angle P AN qui a été fait égal à l'angle donné, 
Donc &c. 

Si l’angle donné eft droit, il eft manifefte que le dia- 
metre MO qu'on trouvera par cette methode, fera * l'axe 
de Parabole. 


POUR LES AUTRES SECTIONS. 


Ayant trouvé “un de leurs diämetres 4 2, & décrit fur 
ce diametre de part ou d'autre un arc de cercle AN 4 
capable de l'angle donné ou de fon complement à deux 
droits ; on menera du point N où il rencontre la Sec- 


QQ 
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tion aux deux extremités À, æ, du diametre À «, les 
lignes N 4, Na 5 par les milieux defquelles O, © , &par 
le centre €, on uirera deux diametres, Mm, Ss. Je dis 
que chacun de ces diametres fera de part ou d'autre avec 
fes ordonnées des angles égaux à l'angle donné. & 

Car la ligne À N terminée par la Seëtion, étant cou- 
pée en deux également au point O par le diametre Mm, 
elle fera * ordonnée de part & d'autre à ce diametre. *4rt,r44 
Or lediametre Mm eft parallele à la ligne N+, puifqu'il 
divife par le milieu aux points C', O, les lignes 44, 4 N; 

& partant l'angle # O À que fait le diametre M m avec 
fon ordonnée 40, fera égal à l'angle 4 N 4, quipar la 
conftruétion eft égal à l'angle donné, ou à fon comple- 
ment à deux droits. On prouvera de même que le diame- 
tre S's fait avec fon ordonnée © N un angle égal à lan- 
gle donné, ou à fon complement à deux droits Donc 
&c. 

Il eft vifible 1°. Que le diametre S s eft * conjugué au *Def r2, 
diametre Mm ; puifqu'il eft parallele à fon ordonnée ON. IC 14, 
29, Que les diametres conjugués Mm, Ss, deviennent* #7, Le 
les deux axes, lorfque l'angle donné eft droit. gs D 


PR OP OS FETE ON: XITL 


Problème. 


161. U N diametre d'une Setfion Conique étant donné, 
avec fon parametre , Gr la pofition de fes ordonnées , & [cachant 
de plus f{c'effun premier ou [econd diametre lorfqu'il s'agit de 
l'Hyperbole ; décrire la Settion par une methode uniforme pour 
toutes les trois. 


PREMIERE MANIERE. 


Pour la Parabole. Ayant trouvé * l'axe AP, fon origi- * Art. 27. 
ne À, & fon parametre AG que l'on prendra fur l'axe Fi. 8r. 
prolongé .du-côté de fon origine ; on menera par le point 


G une ligne droite indéfinie D D PERp RES PG. 
| ; 








MAFIENT. 


# Def. 13; 
IT. & x; 
TITI. 

* Art. 64 
7 1289. 


Fire. 82 
 ©'83. 
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On fera mouvoir enfuite une ligne droite indéfinie D M 
le long de GD toûjours parallelement à 4G, en entrai- 
nant par fon extremité D le côté D À de l'angle droit 
D AM, mobile fur fon fommet Æ autour de l'origime 
A de l'axe AP. Je dis que l'interfe@tion continuelle #1 
de la ligne D M & du côté AM, décrira dans ce mour- 
vement la Parabole qu’on demande. 

Car menant MP perpendiculaire à l'axe, les triant- 
oles reétangles AG D, MP A, feront femblables ; puif- 
que chacun des angles G 4 D, P M À, érant joint 
à l'angle PAM, vaut un droit. On aura donc 4G. 


——— > 
GD ou PM::PM. AP. D'où il fui que PM— 
GA x AP ;,& qu'ainfi PM eft une * ordonnée à l'axe 
A P. | 
On a déja donné cette conftruétion dans le Livre pre- 
fier article 29, d'une maniere qui convient à tous les 
diametres. On ne la repete ici, & on ne la reftraint à f'a- 
xe, que pour en faire voir la liaifon & le rapport qu'elle a 


avec celle quon ÿa donner pour les autres Sections. 


Pour les autres Seflions. Ayant trouvé entre le diame- 
tre donné & fon parametre une moyenne propottion- 
nelle, & l'ayant placée en forte qu’elle foit parallele aux 
ordonnéés , & coupée en deux également par le centre ; 
il eft eft clair * qu’on aura deux diametres conjugués ; par le 
moyen defquels on cherchera * les deux axes , & en- 
fuite. le parametre de celui des deux quon voudra 


dans l'Ellipfe , & du premier dans l’'Hyberbole. Cela 


fait. 


On prolongera dans l'Ellipfe , & on coupera dans 
l'Hyperbole l'axe 44 en G ; en forte que 4 G foit à GA, 
comme l'axe 44 eft à fon parametre. Ayant tiré par le 
point G une perpendiculaire indéfinie D:D: à l'axe 44, 
on fera mouvoir le point D le long de cette ligne, en 
entraînant avec lui la ligne droite D’ mobile autour de 
Féxtremité z de l'axe 4x , & le côté D'À de l'angle 
droit D 4] mobile fur fon fommet À autour de l'au-, 


‘tre extremié 4 de l'axe 44. Je dis que linterfection 
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continuelle A des lignes AM, 4 D, décrira dans ce 
mouvement la Section requife. 

Car menant M P perpendiculaire fur l’axe A4, les 
triangles femblables z P M, zGD, donnent 4P. P M:: 
aG. GD. Or les triangles reétangles AGD, MP A, 
font femblables ; puifque chacun des angles G AD, 
P MA, étant joint à l'angle PAM, vaut un droit; Et 
partant ÀP. PM :: GD. G À. Si donc l'on multi- 
plie les Antecedens & les Confequens des deux premie- 
res raïfons , par ceux de ces deux, dernieres ; on aura 


aP x PA PM::4G x GD. GD x GA::4G. GA, 
c'eft à dire, comme l'axe 4% eft à fon parametre. Donc 
AOEC- 

Il eft à remarquer que plus le point D s'éloigne du 
point G fur la ligne D D; plus l'angle P 4 M augmen- 
te, & plus au contraire l’angle P 4 M] diminuë ; de forte 
que les lignes 4, AM, deviennent paralleles dans 
l'Hyperbole, & fe coupent enfuite de l’autre côté de la 
ligne D D, où elles décrivent par leur interfeétion con- 
_tinuelle l'Hyperbole oppofée. | 

Si l'on conçoit dans l’Ellipfe & dans l’'Hyperbole, que 
le point z s'éloigne à l'infini du point À, ou ( ce qui eft la 
même chofe ) que l’axe 44 devienne infiniment grand ; les 
lignes G 4, D4, qui ne fe rencontrent que dans l'infini, 
peuvent être regardées comme paralleles : ainfi cette der- 
niere confiruétion retombe dans le cas de la précéden- 
te. C’eft pourquoi l'Ellipfe ou l'Hyperbole deviendroit 
alors une Parabole qui auroit pour parametre Îa ligne 
AG ; & par conféquent on peut regarder une Parabole, 
comme une Ellipfe ou une Hyperbole dont l'axe eft in- 


* Art. AN 
7 81. 


fini : fçavoir , le premier dans l'Hyperbole, & celui des 


deux qu'on voudra dans l'Ellipfe. 
| SECONDE MANIERE. 


Pour la Parabole. Soit un triangle ifofcelle HAL, 
dont l’un des côtés AH foit fitué fur Le diametre don- 
né AP prolongé indéfiniment de part & d'autre de fon 

Niiy 


Fic. 84: 
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origine Z/, & l’autre côté AL fur la tangente indéfnie 
L AL qui pañle par le point 4. Soit conçûe fa bale HL 
fe mouvoir toûjours parallelement à elle même en en- 
traînant par l’une de fes extremités L la ligne indéfinie 
L M parallele à AP, & par l'autre extremité Æ la li- 
gne HF parallele à AL & égale au parametre donné 
du diametre AP, laquelle entraine aufli par {on extremité 
F la droite F À mobile autour du point fixe 4. Je dis 
que l'interfection continuelle A7 des deux droites FA, 
LM, décrit, pendant que la ligne HL fe meut dans 
l'angle HAL & fôn oppolé au fommet , la Parabole 
M AM qu'on demande. 

Car menant l'ordonnée M P au diametre ZP , les 
triangles femblables 4 H F, 4 P M, donnent 4 H ou 


AL ou PM HF::4P. PM, & partant P M — 
* Art, 7 APxHF. Donc * &c. 
£ 20, On doit obferver que le point H doit tomber au de- 
là de l’origine À du diametre Z P ; lorfque les points 
F, L, tombent de part & d'autre de ce diametre. 
FIG. 8$ Pour les autres Seftions, La conftru@tion eft la même 
&'86 que pour la Parabole , à l'exception que la ligne L M 
1e tourner autour de l’autre extremité z du diamettre 
donné 4% ; au lieu que dans la Parabole elle lui eft pa- 
rallele, On fuppofe dans l'Hyperbole que le diametre 
donné eft un premier diametre ; car fi c'étoit un fecond, 
‘on trouveroit felon l’article 115 du Livre troifiéme, le 
premier qui lui eft conjugué & fon parametre. 
. Car menant MP ordonnée au diametre 42, les trian- 
gles femblables 4 P M ,.4 AL, & APM, AHF, don- 
nent 4P, PM::4A. AL ou AH. Et AP. P M:: AH. 
HF. Et partant, fi l’on multiplie les Antecedens & -les 
Conféquens des deux premieres raïfons par ceux des 


deux fecondes, on aura 4 P x PA P M:: «a Ax AH, 
AHxHF::4 A. HF. Donc*&c. 

Il faut obferver que les points FH, +, doivent tomber 
de part & d’autre du point À dans l'Ellipfe , & du même 
côté dans l'Hyperbole, lorfque les points, F, L, tom- 























# Art. AT, 
55» 81, € 
JI 
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bent de part & d'autre du diametre 42. 


COROLLAIRE I. 


62. IDE on voit comment un diametre’ A4 étant 
donné avec une de fes ordonnées P M ; on peut trouver 
fon parametre EF. Car 1°. Dans la Parabole on prendra 
fur le diametre 4 P la partie 4 H égale à PM, & ayant 
tiré la ligne HF parallele à P 47, & terminée en F par 
la ligne 4 M tirée de l’origine À du diametre par l'ex- 
tremité M de l'ordonnée; il eft clair que cette ligne HF 
fera le parametre du diametre 4P. | 

2°. Dans les autres Setions, on menera par l’une des 
extremités z du diametre donné 44 la ligne 4 M qui 
rencontre la tangente 4EL, qui palle par l’autre extremité 
A, au point L; & ayant pris fur le diametre 44 la partie 
AH égale à AL, on tirera HF parallele à P A7, laquelle 
tencontrant en F la ligne 4 M7, fera le parametre du dia- 
metre A4. 


COROLTIATRE FI: 


163. O N tire de la feconde maniere qu'on vient d’expli- 
quer , une méthode uniforme & très - exaéte dans la pra- 
tique de décrire une Seétion Conique par plufieurs points. 


La voici dans l'Ellipfe : & elle fervira de Regle pour les. 


autres Sections. | 

Ayant pris fur la tangente 4L, qui pañle par l’une des 
extremités À du diametre donné 44, la partie 4 G éga- 
le à fon parametre , & mené une parallele indéfinie G F 
à A a: on tirera librement par Île point À autant de li- 
gnes droites 4F°, 4 F, &c. qu'on voudra. Ayant pris fur 
la tangente indéfinie ÆÂL, les parties AL , AL , &c. 
égales aux correfpondantes GF, GF, &c. & mené les 
droites z.L, a L, &c;je dis que les interfettions M, 4F, 
&c. des droites correfpondantes F4, La, FA, La,&c. 
feront des points de l'Éllipfe qui a pour diametre la ligne 
Aa , pour tangente la ligne À4L, & pour parametre du 


Fi1G. 84, 


FrG.8s; 
86 


Fic. 87; 





* Hyp. 


* Art. 43, 


FrG. 88, 
89; 90 € 
91. 
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diametre 44 la ligne 4G. Cela eft vifible en menant 
F H parallele à 4G, & tirant la ligne FL par le point 
L correfpondant au point F. Car le triangle HAL fera 
ifofcele ; puifque * AL eft égale à GF ou 4H, & HF 
fera égale au paramettre du diametre 44: c'eft pourquoi 
cette conftruétion retombe dans celle de la feconde des 
deux maniéres précédentes. 

Comme les lignes GF,4L, deviennent fort grandes ; 
lorfqu'il s’agit de trouver des points 47 qui foient pro- 
ches du point #; on pourra fe fervir , pour trouver ces 
points, de la tangente z / qui pale par l’autre extremité z 
du diametre 44, & de la ligne gf parallele à 4 4, comme 
l'on voit dans cette figure. | | 

Si l’on mene les ordonnées MP, MP, &c. paralleles 
à la tangente ÂL, & qu'on les prolonge de l’autre côté 
du diametre 44 en M, M, &c. en forte qu'elles foient 
coupées chacune en deux également par ce diametre; 
il eft clair * que ces nouveaux points M, M, &c. feront 
encore à la même Ellipfe. 

On pourroit fe fervir d’une même ouverture de com- 
pas G F ou À L pour marquer fur les lignes GF, AL ; 
autant de points F, F, &c. L,L, &c, qu'on voudras 
car par ce moyen toutes ces petites parties étant égales 
entr'elles, chaque GF feroit égale à la correfpondante 
AL; ce qui ef le fondement de la démonftration, 


PROPOSITION XIII 


Theorême, 
164. S ‘IL y « deux droites MN, AR, zerminées par 


une Settion Conique, le[quelles [e rencontrent en un point P, 
G qui foient paralleles à deux droites données de pofition ; je 
dis que le retlangle MPXxP IN fera totjours an rettangle 
APxPR en raifon donnée en quelque endroit de la Seffion 
que puiffent tomber les droites MN F A KR. 


Pour 
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Pour LA PARABOLE. 


Soient (#g. 88.) les tangentes C B, EB , qui fe ren- 
contrent au point B, paralleles aux droites MN, À R: 


je dis que MPxPN.APxPR::CB.EB. 

Car ayant mené * par le point G milieu de MN le *Art.r48. 
diametre CG, & tiré par fon origine C la parallele CB 
à MN; il eft clair * qu'elle fera tangente en C. On me- * rt. ro, 
nera de la même forte la tangente E B parallele à 4R, © 21. 
que l'on prolongera jufqu'à ce qu'elle rencontre le dia- 
metre CG au point K; & tirant par le point touchant E 
l'ordonnée EL, on aura * KC—C L ;:&. par. confé-: * Arr. 22à 
quent KB—B EF. On tirera enfuite À D ordonnée , & ©’ 23. 
À F parallele au diametre C G, & on nommera les don- 
nées KBouBE,m; BC,n:5CK,e;le parametre CH 
du diametre CG, p; & les indéterminées AP, x; P My: 
Dir; CD; | 

Cela pofé, les triangles femblables K BC, AP F,don- 


neront PF——,AF ou DG—": Et par conféquent 


1124 m 


CG= = +s, GMou GN=y+—=+r, PNouGN 


m 


+GP=y+ + 27; MPxXPN—=yy+— + 





GM—= 22% nn 2n9 
27Y —=YJ+ HN E XXE X HT 


m1 M 


OC D:(5)1CG (+5) x A D(7r) .GM—rr * Art, 8, 


crr ep : Fr TS € 20. 
+—x—rr4— x, puifque AD (rr)=CDxCH 


ms 753 


——— > 
(25). Et comparant enfemble ces deux valeurs de G M, 
on for 'É es — 
mera léquation yy +—y+2ry+—xx 
2nr ep 


+ X—{x—0o, qui convient également à tous les 
m 


points de la Parabole, lorfque la ligne 4R tombe au 
deflus du diametre C G', & que le point d'interfettion P 
tombe entre les points 4, R. 

Maintenant fi l’on fait dans cette équation y — 0; 
On aura ( en effaçant tous les termes où y fe rencontre} 
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em 2Mm# 








#1 27 
TT HX EE — X — Tx—o. D'où l’on tire x — 
m M mn 211 


— À R ; puifque PM (y ) devenant nulle ou zero ei 
eft clair que 4 P (x) devient 4 R. Donc 4 P x PR 


= CPP ET, ETS Qu SIRE par conféquent MP x P N 


71 72 








x Zznmr 


Or yæ2r). APxPR _ 





X —XX 


: CB (nn). EB\ (mm). puifqu'en ÉRt ie éxtre- 
mes & les moyens, on retrouve l'équation précédente. 
Or comme les tangentes C B ; B E demeurent toûjours 
les mêmes, en quelque drbie de la Parabole que tom- 
bent léurs paralleles M N, A R;ils'enfuit &c. 

Il peut arriver différens cas , felon les différentes pofi- 
tions des droites MN, AR ; mais comme la démonftra- 
tion demeure toûjours la même, & qu'il ne peut y avoir 
de changement que dans quelques lignes, où dans quel- 
ques termes qui s'évanoüiflent , je ne m'arrèterai point à 
les expliquer en détail. On du obferver la même chofe 
dans les deux autres Sections. 


POUR LES AUTRES SECTIONS. 


Ayart menc(fc. 89,90, or )les deux demi-drametres 
CO, C'B:, paralleles aux droites MN, AR ; je dis que 
MPxPN.APxPR::CO.CB. 

Soit mené le diametre CG qui ait pour double ordon- 
née MN, fur lequel foient abaiflées les droites BE, AD, 
parallèles à MN ; & ayant tiré 4 F parallele à CG, 
foient nommées les données CB,m; BE,n; CE, e; 
& le demi-diametre C'K, #; fon demi-conjugué COS 
& les indéterminées AP, È PM, y; AD, r$CD'5. 

Cela pofé, les triangles femblables GE E, APF, don- 


neront P. F=— "=, 4 F ou DG—°*. Par cornféquent 
dans l'Hypetbole ou les Hyperboles oppofées! (fe. 90 
€ 91 ) on aura CG—— +, G M ou GN—Yy 


Re —r, PNouGN+GP=y# 227; PMxPN 
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ie inx $ 2nx n 11 
ÆYy+ EE y—2ry, GM=yy+— — 2 Ty + 


m 
2nr NN ER ee Ep — 2  ——2 
is = x+rr Or*CDECK(ss rt). CGLCK * Ar. 82. 
EX x —ç8es x $ ie 4 : AID* mn 7) ; CT 118. J 
(= + pre S + ) :: (rr7)}:GM —=7 f 
CRTrA ET LEMrITSX eeccXxx Freccmsx 
td hs 


az se ne En mettant 
mmss TT mtt mmtt 


XX 





mn m 














œt 


rr C 
pour —— fa * valeur =. Et comparant enfemble ces * 44.82. 
AR CT 118. 





——— >} ; ù 

deux valeurs de G M, on formera l'équation yy + = y 
mn 
Ds OCR Le 2nrtihicces d I 

D AE: mmtt meet —= 0 , GAaNS 19- 


quelle mettant à la place dennti—cceefavaleur cezs(il 
faut imaginer l'Hyperbole conjuguée qui pañle * par l'ex. * 44134 
tremité B , lorfque CB eft la moitié d’un fecond diametre) 


tirée de ce que * CE +CK(ee+tt)EB nn):: * Art 8r. 
CK (#2).CO (ec c). on aura celle-ci yy+ y— 217 Croes 


2nrttHicces | : à x 
——" x—=0, qui convient à tous les 


cc 
EPA PNTE mtt 
points de la Se&tion, lorfque les points 4, R, tombent 
de part & d'autre du diametre CG, & que le point d’in- 
terfection P tombe entre les points 4, R. 


Maintenant fi l'on fait dans cette équation y—o, on 
aura ( én effaçant tous les termes où y ferencontre) == x x 
1n 


2XxXYttHm2cces 2Mmnrttb2iccems 


x— 0, d'où l’on tire x — 
mit l C€tE 


— AR ; puifque P M(y) devenant nulle ou,zero, il eft 
clair que 4 P (x) devient ZR. Donc. 4 P x P:R 


CT 4 — 4 x) MP x PNyy+ y —2 rs) 


CCrt 


:: CB (mm ),.C O (cc). Car multipliant les extrèmes & 
les moyens de cette proportion, on. retrouve l'équation 
précédente, Orcomme les demi-diamerres C O,C"B,demeu: 
rent toüjours les mêmes en quelque endroit de la Section 
que tombent leurs paralleles MN, 4 R; il s'enfuir &c. 
Je ne mets point ici en particulier le calcul er l'Ellipfe 
1] 








Frc, 92. 


Fic. 93, 
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parce qu'il ne differe de celui de l'Hyperbole qu’en quel- 

ques lignes. 
| COROLLAIRE 


I 65. Ne y a deux lignes droites MN, AR, termi- 
nées par une Section Conique, lefquelles fe rencontrent 
en un point P ; & qu'on mene par tout où l'on voudra 
deux autres droites FG, HD , paralleles aux deux pre- 
mieres, & terminées aufli par la Seétion, lefquelles fe 
rencontrent eu un point © : il eft clair que MP x P N. 
APxPR::FO0x0G. B9 x 0 D. Car les deux droites 
AR, BD, étant paralleles entrelles, feront paralleles 
à la même droite CZ donnée de polition ; comme auili 
les deux droites MN, FG, àla même droite C Y donnée 
pareillement de pofirion. 3 


COROLESIRE.- JT 


166. See ya deux paralleles AR, BD , terminées 
par une Section Conique, lefquelles rencontrent aux points 
E, 0 ,une hgne droite FG terminée par la même Seétion; 
je disque FExEG. AEx ER::FO0x0G. BOx% 0 D: 
Car concevant dans le premier Corollaire que MN 
tombe fur FG il eft clair que le reétangles MP xPN, 
AP xPR, deviennent FEx EG, AExER. 


G'or SEMAGER EL IP Oo RE LLECÉ RL CEFr: 


Î 67. (O N peut tirer de ce Theorême la proprieté 
du Cercle, qui eft fi connuë de tous les Geometres ; fça- 
voir que fi par un point quelconque P pris au dedans ou 
au dehors d’un cercle, on mene autant de lignes qu'on 
voudra AR, MN, HL, &c. terminées par la circonfe- 
rence, les rectangles APxPR, MPxPN,HPxPL, 
&c. feront tous égaux entreux. Car menant les demi- 
diametres CB; CO,CD, &c. paralleles à ces lignes, il eft 
clair par le Theorème, que tous rectangles feront entr”- 
eux, comme les quarrés de ces demi-diametres ou rayons, 


lefquels par la proprieté effentielle du cercle font tous 
€gaux entr'eux. 
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CoOoROLLAIRE IV. POUR LA PARABOLE. 


168.6, y a une ligne droite M N terminée par une 


Parabole, & qu'on mene par un des points quelconques 


A de la Parabole un diametre 4F qui rencontre cette 
ligne au point F: Je dis que le reétangle MF x FN eft 
égal au rectangle de 4 F par le parametre C H du dia- 
metre € G, qui pañle par le nulieu de M N. : 

Car concevane dans le Theorême que 4 P tombe fur 


AF,ilef clair que la ligne P'RI(eE x) devient nulle 


ou zero, & qu'ainfi ——0. C'eft pourquoi effaçant dans 


2x 


l'équation à fa Parobole y y + 





n°11 
A 2 a 
m Fous SSL EE Fee 
zur ep 


\ 71 
+ —X—— x 0, (OUS les termes où = fe rencontre, 


on en formera celle - ci y y + 27y—“2x—0. Or 4F 


LA 
71 


——", CH=p,& MFxFN=yy+277. Donc &c. 


mn 

Ce n’eft que pour faire voir la généralité du Theo- 
rème, que Jen déduis cette proprieté ; car on la peut 
démontrer plus aifénient fans y avoir recours, en cette 


forte GM— GCxCH, A D'où GF—DCxCH, 


êc partant G M—GFouMFxFN—=GC—DCxCH 
— AFxCH. 


CoROLLAIRE V. Pour LAPARABOLE. 


169.1) E-L A il eft évident, 

19, Que sil y a deux droites MN, E L, terminées 
par une Parabole, & paraleles entrelles ; & qu'on me- 
ne par deux points quelconques-4, B:, de cette Parabo- 
le, deux diametres 4F, BP, qui rencontrent ces 
lignes aux points F, P : il eft évident , dis-je, que 
MF%xFN. EPxPL::AF. BP. Car le diametre CG 
qui pañle par le miieu de MN, pañle auff Fe le milieu 

O ii 


F1c. 94 
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de EL ; & par conféquent le rectangle EP x PL — 
BPxCH, de mêmeque MFxFN—AFxCH. 

29, Que s'il y a une ligne droite MN terminée par 
une Parabole, & qui rencontre deux de fes diametres 4F, 
BK ; aux points, F, K; on aura MFxFN. MKxKN 
AE: DK 

3°. Que s'il y a deux lignes droites MN, EL, termi- 
nées par une Parabole, & paralleles entreelles , qui ren- 
contrent un de fes diametres quelconques B P aux points 


K;-P=on aura MR REN- EP KPLSSPB'K--B°P. 
G'oR:OLLAIRES VAI POUR LA PARABOL:E. 


170. [)sza on voit comment on peut décrire une 

Parabole qui pañle par trois points donnés 4, M, N, & 

dont les diametres 4 F, CG, foient paralleles à une ligne 

droite donnée de polition ; & démontrer qu'il ne peut y 

x en avoir qu'une feule. 

Car ayant mené une ligne MN qui joigne deux des 

oints donnés 7, N'; on tirera par le troifiéme 4 un 

diametre 4F parallele à la ligne donnée de pofition, 

& qui rencontre la ligne MN au point F, & par le 

point de milieu G de MN une parallele GC à 4F. On 


fera enfuite MFxFN. MGxGN. ou G M::AF. GC. 
Et ayant pris C'H troifiéme proportionnelle àCG,G, 
on décrira * du parametre CH, & du diametre CG 
dont l’origine eft en €’, une Parabole dont les ordonnées 
foient paralleles à MN ; elle fatisfera à la queftion. 
* Ant. 7. Car 1°. Elle pañlera * par les points M, N ; puifque par 

À ® 30. Ja conftru&tion CHxCG—GM ou GN. ». Elle paf. 
fera par le point 4; puifque MGxGN. MFxFN::CG. 
FA. 3°. Les diametres 4F, CG, feront paralleles à la 
droite donnée de polition. | 

Comme la Parabole qui fatisfait au Problème, à ne- 
ceffairement pour diametre la ligne CG, qui a pour ori- 
gine le point C , & pour parametre la ligne déterminée 
C'H ; il s'enfuit qu'il ne peut y en avoir qu’une feule. 


* Art. 29. 
Ü 30 
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CGOROLLAIRE Vi Pour LA PaxRAROUrE: 


171.0, y a deux droites AR, MN, terminées Fic. 88. 


par une Parabole, lefquelles fe rencontrent en un point 


P;& qu'ayant fait APxPR. MP xPN::AP.PF. 
on tire la ligne ZF;je dis que cette ligne fera un dia- 
metre. Car ayant mené les tangentes CB, EB paral- 
leles aux droites MN , AR, & par le point touchant 
C le diametre CG qui rencontre EB prolongée en K; 


on aura EB ou KB. BC :: APESEPIRE MVLP SPAIN: 


APP EF; & par conféquent KBC B :: 4 P. PF. 

Les triangles KBC, AP F feront donc femblables, & 

leurs côtés AF, KC', paralleles entr'eux : d'où il fuit 

que la ligne 4 F qui fe trouve ainfi parallele au diametre 

CG, fera un diametre ; puifque dans la Parabole * tous * Def. 7,1. 
les diametres font paralleles entr’eux. 


CoroELAIRE VIII. Pour LA PARABOLE. 


17 2.(), tire du Corollaire précédent une maniere 
de décrire une Parabole qui pañle par quatre points don- 
nés A, M, R, NN. 

Car ayant joint ces quatre points par deux droites 
AR, MN, qui s'entrecoupent en un point P, & fait 


APxPR.MPxPN::A P.PF3ontirerala ligne 4F, 
& on décrira *une Parabole qui pañle par les trois points * 44.170. 
À, M, N, & dont les diametres font paralleles à la 
ligne 4F. Elle fera celle qu'on demande ; car felon le 
Theorème la ligne 4P doit rencontrer cette Parabole 


en un point R , tel que 4P x PR. MP x PN::EB. 
ou KB.BC::AP.PF. F | 

Si Fon eut pris le point F de l'autre côté du point P, Fre. 95. 
on auroit décrit une autre Parabole qui auroit encore 


paflé par les quatre points donnés. Mais l’on doit remar- 
quer que lorfqu'un de ces points F tombe fur lun des 








*# _ Art.10. 


F1G. 96 


7 97: 


Art,102. 


 Art.113. 
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points donnés M ou N, il ne peut y en avoir qu'une Pa- 
rabole qui fatisfafle ; & que lorfque tous les deux tom- 
bent fur les points M, N, il n'y en peut avoir aucune: 
puifqu'alors le diametre 4F de la parabole pañferoit par 
deux de fes points, ce que l’on a démontré * être impof- 


fible. 
COROLLAIRE IX. 


Pour L'HYPERBOLE OU LEs HYPERBOLES OPPOSE’ES. 


AT? S':: y a une ligne droite MN terminée par une 
Hyperperbole ou par des Hyperboles oppolées, laquel- 
le rencontre une afymptote C B au point ©, & qui foit 
parallele à une ligne donnée de polition ; & qu'on tire 
par un point quelconque 4 de la Section une droite 
A P parallele à cette afymptote, & qui rencontre au 
point P la ligne AZ N : je dis que le retangle MP xP N 
fera toûjours au rectangle 2 4 P x P O en raifon donnée, 
en quelque endroit de la Section que tombent les droi- 
tes MN, AP. - 

Car concevant dans le Theorème ( #x. 90, 91 ) que 
le demi-diametre CB devienne une afymptote , il eff 
clair * qu'alors les trois côtés du triangle C B E deviennent 
chacun infini. C'eft pourquoi menant ( #z. 06, 97 ) par 
lextremité K du diamertre L K , qui pafle par le milieu 
de MN, une parallele KS à AIN, qui rencontre l'a- 
fymptote C B en S, on formera un triangle CKS dont 
tous les cotés feront finis, & qui fera femblable au trian- 
gle CBE ,; & partant on aura CK(:). KS ou*CO(c) 
:: CE(e) EB.(n).Ce qui donne ce—n#. Sil'on met à 


la place de ce fa valeur #4 dans l'équation à l'Hyperbo- 
TS AE pe dues CU 26e RP AA OCR LEA 
ASTRA | nr Æ 


mmtt mit 
que l'on a trouvée dans le Theorême , on en formera 
TRS 21X 2nTt-2n0cs 
celle-ci y y + == y— 2 ry — 2 — 


2nrt-2ncS 


LE 272% 
X—0 OU y y + F4 À 


m £ 


— 2 —= x. Or en prolongeant 4D, s’il eftne- 


ceffaire , 


mt 
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ceffaire, jufqu'à ce qu'elle rencontre l’afymptote CB 
en FH, les triangles femblables CKS,CDH, donne- 


sont.C K(:):KS(c)::CD (s) DH—.Et par- 


t 


tant AH ou PO—TEE On aura donc MP xPN 


t 
(y9+ = y—2ry)2 APxP 0 (EC + )::EB(»). 
CB(m)::KS. CS. Puifquen multipliant les extrêmes & 
les moyens on retrouve l'équation précédente. Or les li- 
gnes KS, CS, demeurent toûjours les mêmes en quel- 
que endroit de la Séction que tombent les droites M N, 
A P ; parce que le diametre LK qui pale par le milieu 
de MN, pañle aufli* par le milieu de toutes les paralleles à 
M N terminées par la Seétion, en quelque endroit qu'elles 
fe. rencontrent. Donc &c. 

On peut démontrer ce Corollaire immédiatement, & 
fans avoir recours au Theorême , en cétre forte. Soient 
les données CK —5, KS ouCO—c,CS—m, & les 
indéterminées CD=s, AD ou DI—r, AP — »%, 
PM—y. Les triangles femblables CSK, AP F, don- 











nent PF=—, 4F ou DG—— ; Et patant G M ou. 


7 7 


G N=y+——r, CG = — +5. Orà caufe destrian- 
gles femblables CKS,CDH,CGOQ, on aura CK(r), 
KS (ec) :2CD (5) DH ==: :CG(S+:) G 0 


t 
Ale De ——— 2? —— ? 
=, Et partant M 0 x ONouGO0—GM 
ZCCSX CCSsSs. 


ZCXxY ZCrx HITIR 
mt nee 7 mn METRE m BE AHXHI 








2 peer $ 28 ? . 
où D H —D 1 =——77r; d'où l'ontire (en effaçant de 


part & d'autre ——7r7, & tranfpofant d'une part tous 


2Cx 





les termes où y fe rencontre) cette équation y y+ 


2CCSx ZT X 


1 








—2r7ÿ—= , laquelle étant réduite en propor- 


tion, donne MP %xP N(y)+-—2ry } 2 APxP,0 
| P 


* Art,x45 


F1G. 96, 


* Art, 97: 





Fc, 98. 
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(+orx):: KS(c). C S (m). Ce qu'il falloit dé- 


l 


monirer. 
La démonftration eft la même pout les Hyperboles 


oppofées à quelques fignes près. 
COROLELAIRE:X 


Pour L'HYPERBOLE OU LES HYPERROLES OPPOSE’ES: 


174. Ï. fuit du Corollaire précédent, : 


1°.. Que s'il ya deux droit 


es paralleles entr'elles MN, 


: HG, terminées par une Hlyperbole ou par des Hyper- 


boles oppofées, & qui rencontrent une afymptore CS 
aux points ©, I ; & qu'on mene par. deux points quel- 
conques À, B, de la Seétion deux paralleles 4P, BD, 
à l’afymptote CS, qui rencontrent ces lignes aux points 
P, D:les reétangles MPxPN, 24PxP © feront en- 
tr'eux, comme les reétangles HD x DG, 2 BDxDI; & 
partant on aura MP x PN. HD x DG:: 4PxP 0. 
BDxDI. 

2°, Que s'il y a deux droites paralleles entr'elles MN ; 
HG, terminées par une Hyperbole ou par des Hyper- 
boles oppolées , & qui rencontrent une afymptore CS 
aux points © , 1; & qu'on mene par un point quelcon- 
que À de la Seéhion , une parallele 40 à CS, qui ren- 
contre ces lignes aux points P, © : on aura (, en conce- 
vant dans. le cas précédent que B D tombe fur 4P ) cet- 
te proportion, MP xPN HOxk0G::4 P x P 0. 
AOx0OI:: 4P:40. puifque P O0 —=OT. 

3°. Que sil y a une ligne droite HG terminée par 
une Hyperbole ou par des Hyperboles oppofées; & qui 
rencontre une afymptote € S en [; & qu'on mene par 
deux points quelconques de la Seëtion 4, B, deux pa- 
ralleles 4 0, BD, à CS, qui rencontrent cette ligne 
aux points O0, D ::on aura HOxO0G HD %xDG:: 
AOxOI. BD xDI.. Cela eft encore une fuite du pre- 
mier cas, en concevant que la ligne 47 N tombe fur HG. 
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CoROLLAIRE XI. 


27. SN, l'on conçoit qu'une ligne droite B D qui ren- 
contre une Seétion Conique en deux points B, D; fe meu- 
ve parallelement à elle-même jufqu'à. ce quelle rafe a 
Section, c'eft à dire, jufqu'à ce quelle devienne la tan- 
gente LS ; il eft clair que les deux points d’interfection 
B, D, {e réüniffent alors au. point touchant L ; & qu'ain- 
fi on peut confiderer un point touchant comme deux 
points d'interfettion qui tombent l’un fur l’autre. Or ce- 
la pofés on voit naître des Corollaires 1, 2, $, 10, plu- 
fieurs cas dont voici les principaux. PES 
1°. S'il y a deux tangentes KS, LS, qui fe rencon- 
trent en un point S, & deux autres droités MN, AR, 
paralleles à ces rangentes & terminées par la Seëtion, 
lefquelles fe rencontrent en un point P ; Je dis que 
SE 4 
MPxPN.APxPR::KS.LS.Geci a été démontré 
dans le Theorème à l'égard de la  Parabole: mais pour 
les autres Seétions , concevant dans le : premier Corollai- 
re que FG tombe fur la tangente KS, & B D fur LS ; 
il eft clair que les deux points d'interfection F, G, fe 
réüniffent au poînt touchant K, comme aufli les deux 
B, D,au point touchant L:;:8& qu'ainfi les reétangles 


FOx0G,BO%xOD, deviennent les quartésKS.L y 
2°, Si dans une Ellipfe ou dans des Hyperboles oppo- 
fées, l’on mene une tangente T'X parallele à KS, & qui 
rencontre S L au point X, on prouvera comme dans Île 
nombre précédent, que .MP x PN.: AP xPR::TX. 
LX. D'où il fuit que KS: LS:: TX. LX' Et KS. 
SL::TX. LX: C'eft à dire, que fi deux tangentes pa- 
ralleles KS ,'T X , rencontrent une troiliéme tangente 
LS aux points S, X, on aura KS, LS ::TX. LÀ. ou 
RS. TX: L'SÉLX B'< | | 
3°. Si dans une Ellipfe, dans une Hyperbole, ou dans 
des Hyperboles oppofées, il y. a deux tangentes KS, 
ES, qui fe rencontrent en un point S,'& qu'on mene 


Py 








F1iG. 92. 








"X Art.x08. 
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deux demi-diametres CY , CZ paralleles à ces tangen: 
tes ; je dis quels feront entrelles comme ces deux de- 


mi- diametres. Car felon le Theorême C Y FC 2 :: 


MPxPN. APxPR::KS.LS, felon le nombre pre: 
nier. Et par conféquent CY. CZ::KS,. LS. 

4°. S'il y a deux droites AR, FG', terminées par une 
Se&tion Conique , lefquelles rencontrent deux tangentes 
KI, LO), qui leur foient paralleles , aux points I, O; je dis 
que FOxOG. LO::KI.AIxIR. Ce qui eft évident 


en cConcevant dans Île premier Corollaire que"B D de- 


vient la tangente LO; & MN, la tangente KI. 


s°. S'il y a deux paralleles AR, B D, terminées par 


une Section Conique , lefquelles rencontrent une tan- 


gente KH aux points I, H;je dis que KI. AIxIR:: 


K H. BHx HD, ou KI. K H::AIxIR.BHxHD: 
Ce qui eft une fuite du fecond Corollaire , en concevant 
que la ligne: FG: tombe fur la tangente K H. 1 

6°. Si l’on fuppofe dans le nombre précédent que la Sec- 
tion Conique foit une Hyperbole, & que la tangente 
HK en foit une afymptote;les reétangles BHxHD;, 
ATxIR deviendront égaux entreux. Car le point tou- 
chant K fera * alors infiniment éloigné des.-points H, L; 
& par conféquent les droites infinies HK,IK, qui ne 
différent entr'elles que d’une grandeur finie HI, doi- 
vent être regardées comme égales. Ceci a déja été dé- 
montré dans l’article 97. & on ne le repete ici que pour 





fervir de preuve à ce que lon vient de dire, & pour 


faire voir qu'on arrive fouvent aux mêmes vérités par 
des routes bien différentes. 

7°. S'il y a deux tangentes KS., LS, qui fe rencon- 
trent en un point S, avec une ligne droite AR termi- 
née par la Section, parallele à l’une d'elles LS:, &t qui 


rencontre l’autre KS en un point I;je dis que K1 ; 
AÏxIR::KS. ie Cela eft vifible en concevant dans 


le fecond Corollaire que {es lignes FG;, BD , tombens 
fur les tangentes KS, LS, 
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8°, S'il y a dans une Ellipfe ou dans les Hyperboles oppo- 
fées deux rangentes paralleles KI, TV, qui rencontrent 
aux points], Ÿ”, une ligne Z R rerminée par la Setion aux 


points R, 4;je disque K I1.AIxIR::TV.RV x VA. 
Cela fuit encore du feçond Corollaire en imaginant que les 
paralleles MN, FG:, tombent fur lestangentes TI”, KI. 

9°. S'il y a dans une Parabole deux paralleles MN, 
CH, dont l'une foit tangente en C , & l'autre foit ter- 
minée par la Parabole ; & qu’on mene par deux points 
quelconques À, B, de la Settion, deux diametres 4F, 
B O qui rencontrent ces lignes aux points F, O;il eft 
clair en concevant dans Îes deux prenners nombres du 
Corollaire fixiéme que E L tombe fur la tangente CH; 


ho. Que MFxFN. CO::AF.BO. 2e. Que fi l’on pro- 
: Monge F4 jufqu'à ce qu'elle rencontre la tangente CH 


enQ,onaura MFxFN.C0::4F.40. 


,* 


FiG. 94: 


10°. S'il y a deux paralleles MN, KT, dont lune KT Fic. 98: 


touche une Hyperbole en K & rencontre une de fes 
afymptotes en S , & l’autre MN eft terminée par l’une 
ou par l'autre des Hyperboles oppofées, & rencontre la 
même afymptote en © ; & qu'on mene par deux points 
quelconques 4, B, de la Seétion, deux paralleles 4P, 
BT, à l'afymptote CS, lefquelles rencontrent ces lignes 
auxpoints P, 1’; onaura (en concevant dans les trois nom- 
bres du Corollaire dixiéme, que la fécante G:H tombe 


fur la tangente RT }) 1°. Le rectangle MPxPN.KT':: 
APxPO.BTxTS.25. En prolongeant P 4 jufqu'à ce 


qu'elle rencontre KT en R, le rettangle MPxPN. , 


KR :: AP. AR. 3°. Le quarré KT. KR :: BTxTS. 
ARXxRS. 

119, S'il y a dans les Hyperboles oppofées deux tan- 
gentes: paralleles KR, LF; qui rencontrent une afymp- 
tote. CS aux points S, F; & qu'on mene par deux points 
quelconques 4, B, de la Seétion, deux paralleles 4R, 
BF à l’afymptote €'S:lefquelles rencontrent moe 

P y 
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aux points R, F;on aura( en concevant dans les deux 
premiers nombres du Corollaire dixiéme, que les deux 


Secantes MN, GH tombent fur les deux tangentes KR, 

LF) 10. Le quarré K R.LF:: AR x RS.BF x FV. 

2°, Le quarré K R.LE::AR. AE. dt 
P:R.O P:O:$ELTILO N:XIVie 


Problème. 


ae ee , 176. D ECRIRE #%e Ellipfe ou deux Hyperboles oppo: 

EX fées autour d'un parallelocramme donné F GHK , € dont : 

| l'an de [es diametres AB parallele aux deux cotés FK,GH, 
foit à fon conjugué DE, en La raifon donnée de man. 

Ayant mené les lignes 4B, DE, qui coupent parle 

milieu les côtés oppofés du parallelogramme donné 

*Art.146. FGHXK,; ileft clair * qu'elles feront fur deux diametres 

conjugués de la Seétion qu’on demande , & qu'ainfi leut 

point d'interfeétion en fera le centre ; puifque felon l’une 

des conditions du Problème, les paralleles FG, KH, 

doivent être terminées par la Section, auffi bien que les 

deux autres paralleles FK, GH. Or cela poté, fi l’on 

prend 4B, DE, pour ces deux diametresiconjugués, & 

qu'on nomme ( les points L, O, coupant en deux parties 

égales les lignes FG, KH, )les données € L'ouCO,4; 

LF ou OK, 4; & l’inconnuëé C 4 ou CB,+t;on aura 

* Art. 4x 19, Lorfque * la Settion eft une Ellipfe, BLxL A(tt— ua), 











ABEX LF(44) : AB.D E:: mm, nn. Et partant 2444 
* Art, 8x +", 20, Lorfque*la Se&tion doit être deux Hyper: 
e7 118, 7217 


boles oppofées, CL— CA(aaztt). ÉF(è6):; AB: 
2 mmbb : 
LE: 





D E ::mm. nn, ce qui donne 41—4a— 


mm b b mm bb 


lorfque. la ligne 


mm bb 





— 44 ;iÂçavoir 1i—=ua— 





17 11 


AB. eft un premier diamettre, & 47— , 
que c'eft un fecond. D'où l'on tire la conftruétion fuis 


== 74 lorf- 











à 
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vante que je diftingue en trois différens cas. *  ! 
Premier cus. Lorfque la Seétion eft une Ellipfe ; foit 
fait un triangle rectangle } S T dont l’un des côtés 


ST—CL, & l’autre SV=— LF ; & foit décrit du 


demi - diametre CA—=TY, qui foit à fon demi-conju- 
gué C'D , comme » eft à 7 , une Ellipfe : Je dis qu'elle 
fatisfera au Problème. Car 1°. Le diametre 4B paralle- 
le aux côtés FK , GH, eft à fon conjugué D E ,-en Ia 
raifon donhée de # à ». 2°. À caufe du triangle TSY 
rettangle en S, le quarté T J'ou C A (tt) — je 
(za) +7 ee) 5 & partant BL x LA(t#—4ua) 
— "7" : ceft pourquoi l'on aura B L x L À (ES). 


LF(8b)::mm.nn:: AB. DE. D'où l'on voit queLF 
eft une ordonnée au diametre 4 B ; & qu’ainfi la Se&tion 
pañle par le point F. On prouvera de même que la Sec- 
tion pañlera par les points G, H, K; puifque GL=L F 
= OK—OE,/& que CO—=CE. 

Second cas. Lorfque la Seétion doit être deux Hyper- 











boles oppofées, & que C'L eft plus grande que — LF; 
foit formé un triangle TS J reftangle en S, dont l’un 
des côtés SV = —LF, & l'hypothenufe TT —CL ; 
& foient décrites du premier demi-diametre € A=TS , 
qui foit à fon demi-conjugué C D', comme» eft à», deux 


Hyperboles oppofées. 


F1G, 99. 


F1G. 100; 


Troifiéme cas. Lorfque la Seëtion doit être deux Hy- fre: 102; 


perboles oppofées , & que C L eft plus petite que 
= L F; on formera un triangle T SYreétangle en T'dont 


l'un des côtés TS —C L, & l’hypothenufe SY— — 128 
on décrira enfuite du fecond demi-diametre C'A=TY, 
qui foit à fon demi-conjugué € D, comme» eftà#, deux 
Hyperboles oppofées. 3 
La démonftration de ces deux derniers ças eft fem- 








FrG. 99, 
100, d7 


XOI, 


* Art.1 64, 


{20 LIVRE QUATRIEME. 
blable à celle du premier, mais il faut remarquet qué 


jorfque C L — _ LF, le Problème eft impoffble. 


CORDLLAIRE LT 


177: Crau la pofition des deux diametres con: 
jugués AB, DE, eft déterminée, aufli bien que leur 
grandeur ; puifque felon les conditions du Problème ils 


doivent couper par le milieu les côtés oppofés du paral- 


lelogramme, &quon netrouve pourle demi-diamettre 
C À ou C'B qu'une feule valeur :1l s'enfuit quil ne peut 


“y avoir qu'une feule Seétion qui fatisfaffe. 


CoOROLLAIRE IL. 


178. D E-LA on voit comment on peut décrire une 
Section Conique autour d'un parallelogramme donné 
FGHK, & qui pañfe par un point donné Y. 

Car ayant mené les deux diametres conjugués 4B ; 
DE, qui coupent par le milieu les côtés oppofés du 
parallelogramme , & du point donné A l’ordonnée 
{M P au diametre 4B, laquelle rencontre les côtés op: 
pofés FK, GH, aux points R, O, & la Section ( que je 
fuppofe décrite) au point N; il eft clair que PN=PM, 
& qu'ainfi RN—0M, puifque PR=P ©. Le reétan- 
gie RMxMOQ fera donc égal au rettangle RMxRN. 


Or* FRxRK. MR xRNou RMxMO ::4B. DE. 
Et par confequent la raïon du diamettre 4B parallele 
aux côtés FK, GH, à fon conjugué DE, eft donnée; 
puifque les rectangles FRxRK, RMxMO, font don- 
nés. De plus la Seëtion fera une Ellipfe, l’orfqu'entre 
les deux ordonnées MP, KO, au diamettre AB, qui 
tombent du même côté du centre C’, celle qui eft la plus 
proche du centre eft plus grande que la plus éloignée; 
& au contraire deux Hyperboles oppofées, lorfqu'elle 
eft plus petite. D'où l’on voit que cette queftion fe re: 


s} 


‘duit au Problème précédent. 


Des TRotIs SECTIONS CONIQUES. 121. 


Si le point donné A7 tomboit fur l’un des côtés du 
parallelogramme , prolongé à difcrérion ; il et clair que 
ce Problème feroit alors impollible , puifque ce côté 
rencontreroit la Seétion en trois differens points ; ce qui 
ne peut * être. * Art,1493 


CSC RCO NL L'AÏDRE LI E 


179.1) E-LA on tire encore la maniére de décrire 
une Section Conique, qui ait pour diametre une ligne 
ÆB donnée de polition, pour centre le point donné €, 
Fe pour deux ordonnées à ce diametre les droites AMP, 

O. | 
_ Car ayant pris fur le diametre 4 B la partie CE. 
égale à CO, & mené LF parallele & égale à OK ;il eft 
clair quelle fera “une ordonnée au diametre 4B , & * 4rt.4s, 
qu'ainfi prolongeant KO en H ,& FL en G, en forte $ÿ, 85 & 
que OH—OK, & LG—LE, les droites égales & pa- 11. 
ralleles KH, FG, feront “ deux doubles ordonnées au * Art, 1 44 
diametre 4B. D'où l’on voir que la Settion doit être 
décrite autour du parallelogramme FGHK, & pañer 
par le point donné M; ce qui fe fera par le moyen du 
Corollaire précédent. 

Comme cette queftion fe rédüir à celle du Corollaire 
précédent , qui fe réduit au Problème ; & qué felon le 
Corollaire premier, on ne peut trouver qu'une feule Sec- 
tion qui y farisfafle : il s’eniuit de même qu'on ne peut 
décrire qu'une feule Seétion qui remplifle les conditions 
de ce dernier Corollaire. 


PROPOSITEON XV. 


Problème, 


180.[}) ECRIRE une Section Conique qui pale par Fi. xoz2 
cinq pornts donnés F, M ,K,G,N ; @ démomrer qu ilny ©'103, 
en peut avoir qu'une [eule. Q 
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* Art.179. 


* Art.166. 


* Art. 146 
Ÿ 147. 


* Art.147. 
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Ayant joint quatre des points donnés par deux lignes 
droites FG, MAN, qui fe rencontrent au point R, on 
menera par le cinquiéme point donné K deux droires 
KD , KH, paralleles aux droites FG, MN, & qui les 
rencontrent aux points E, 0. On prendra fur ces deux 
lignes prolongées, s'il eft néceflaire, les points D, H, 
tels que MRxRN.GRXRF::MExEN.KEx%xED. 
ECRRYRG MRÉRN::F OS OGC EPOSC OK en ob- 
fervant que les points K, D , où K, H, doivent tomber 
de part & d'autre du point de rencontre E, ou ©, lorf- 
que les points 7, N, ou F, G, tombent aufii de part 
& d'autre de ce même point; & au contraire. On me- 
ncra enfuite par les points de nulieu des paralleles DK, 
FG, & MN, KH, les droites LI, AB, qut s'entre- 
coupent au point €. On décrira enfin * la Section Co- 
nique qui a pour diametre la ligne 4 B donnée de poli- 
tion, pour centre le point donné €, & pour ordonnées 
les deux droites MP, KO; Je dis qu'elle fatisfera au 
Problème, & quil ne peut y avoir que celle là. 

Car-les deux points D, H, feront * à la Section qui 
pafle par les cinq points donnés F, M, K,G, N,& 
ainfi. les lignes, LI, 4B, en feront * deux diametres, 
qui en détermineront par conféquent le centre par leur 
point d'interfection C. IMeft donc évident que la Se&tion 
Conique qui pañle par les. cinq points donnés, doit avoir 
néceflairement pour diametre la ligne 42 donnée de 
polition, pour centre le point €, & poûr ordonnées au, 
diametre 4 B les droites AP, KO. Or comme il n'y a 
qu'une feule Section Conique qui puifle remplir ces con- 
ditions , il s'enfuir que ce fera celle qu'on demande, & 
quil ne peut y avoir que celle-là. 

S'il arrive que les diametres 4B, LI, foient paralle- 
les entr'eux ; la Section {era alors“ une Parabole qu’on 
décrira par Particle 170. 
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IVRE CIN OUIP/ME. 


De la comparaifon des Sections Coniques entr'clles, 
7 de leurs Segmens. 


LEMME I. 


161. S 1 la différence de deux quantités diminuë continuel- 
lement , en forte qu’elle devienne enfin moindre qu'aucune gran- 
deur donnée ; je dis que dans cet état, ces deux quantités [e- 
ront égales. 

Car fi elles ne l’étoient pas, on pourroit afligner entr'el- 
les quelque différence ; ce qui eft contre l’hypothefe. 


L'ESM ME El. 


162. S 1 la raifon de deux quantités eff telle que l'antece- 
dent demeurant toñjours le même, [a différence avec fon con- 
féquent diminuë continuellement , en [orte qu’elle devienne en- 
fn moindre qu'aucune grandeur donnée ; je dis que dans cet 
état, ces deux quantités feront égales. | | 

Car par le Lemme * précédent l’antecedent fera égal à 
fon conféquent ; & ainfi les quantités dont ils expriment 
Je rapport, feront égales. 


tLEmMME JlIIl. 


183. S 1 lon fappofe fur une ligne ‘courbe quelconque ABG 
un art MN infiniment petit , c'eft à dire, moindre qu'aucune 
grandeur donnée; & qu'on imagine par les exiremités de cet 
arc les ordonnées MP, NQ , a l'axe ou diametre AC, avec 
les paralleles MR, NS, à ce diametre : je dis que les paral- 
lelogrammes PQORM, PONS, peuvent être pris chacun 
pour l'efpace PON M enfermé entre les ordonnées PM, ON, 
la petite droite PQ , @ le petit arc de la courbe M N. 

“Tous les points d’une ligne courbe ou s'éloignent 


Q 5 


* Art.x81, 


FIG. 104 
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continuellement de plus en plus de fon diametre ; où 
bien s’en approchent continuellement de plus en plus; 
ou enfin cette ligne courbe ef compolée de plufieurs 
portions, dont les unes s’éloïgnent de plus en plus, & 
les autres s’approchent de plus en plus de fon diametre, 
Car il eft évident qu'il ne peut y avoir aucune portion 
dans une ligne courbe, dont tous les points foient égale- 
ment éloignés de fon diametre ; puifqu’alors cette por- 
tion ne feroit plus courbe, mais une ligne droite paralle- 
le à ce diametre. 


Suppofons 1°. Que l'arc M N foit fur une courbe 
A MB dont tous les points s’éloignent de plus en plus 
de fon diametre ÆC. Si l’on prend du côté du point 
N l'arc MO d'une grandeur finie, & qu'ayant mené 
l'ordonnée O F parallele à M P , on tire les droites OD, 
ME , paralleles au diametre 4 C ; il eft clair que l’ef- 
pace curviligne P F O M fera plus grand que le paral- 
lelogramme infcrit P F E M, & moindre que le paral- 
Ielogramme circonfcrit P F O D. Or fi l’on imagine que 
le point O fe meuve füuivant la courbe vers le point M, 
il eft vifible que .le parallelogramme M E O D qui ef 
Ja différence des parallelogrammes infcrits & circonfcrits 
à l'arc O M, diminuëra continuellement jufqu'à ce qu’en- 
fin il devienne nulle ou zero dans l'inftant que le point 
O parvient en M. D'où il fuit que lorfque ke point O eft 
arrivé en N,c'eft à dire, infiniment près de M, le paral- 
lelogramme M E O D, qui devient MR NS, fera moin- 
dre qu'aucune grandeur donnée. Il eft donc évident fe- 
lon le Lemme * premier, que les parallelogrammes 
P OR M, PONS, deviennent alors égaux entr'eux; 
& par conféquent aufli égaux chacun à l’efpace curvili- 
gne PO MN. Donc &c. | 

Suppofons 2°, Que le petit arc A N foit far une 
courbe 3 M G dont tous les points s’'äpprochent de plus 
en plus de ceux de fon diametre € G. il ef vifble que 
fa démonftration demeure la même que pour le premier 
cas ; en obfervant fimplement que Le parallelograrmame 


DE LA COMPARAISON DES SECTIONS CONIQ. x1ÿ 


circonfcrit P Q NS devient infcrit en ce cas-ci. | 

Suppolons 3°. Qu'une ligne courbe telle que 4B G, 
foit compofée de plufieurs portions, dont les unes , com- 
me 2, s'éloignent de plus en plus du diametre 4G; 
& les autres au conttaire, comme 2 G, s’en approchenñt 
de plus en plus. Je dis que les points comme Z, qui fé- 
parent ces portions, ne peuvent tomber fur les arcs MN; 
car fi cela étoit le point B feroit plus près du point A7 que 
neft le point N ; ce qui eft contre la fuppofition. Il eft 
donc évident que ce dernier cas eft neceffairement ren- 
fermé dans lun ou dans l’autre des deux premiers. 


CoOROLLAIRE IH. 


184. D: L A 1l fuit que fi lon mene par tout où l’on 
voudra,une ordonnée CB parallele à P AZ, & qu’on ima- 
gine que la portion de courbe 42 foit divifée en une 
multitude infinie d’arcs infiniment petits , tels que MN; 
Fefpace 4 C B renfermé par les droites 4 ©, CB, & 
par la portion de courbe 4 B, fera égal à Ia fomme de 
tous les parallelogrammes tels que P O0 RM ou P O0 NS. 
Il s'enfuit de même que Fefpace WP CB renfermé par 
les droites MP, PC, CB, & par la portion de courbe 
MB , fera égal à la fomme de tout ce qu'il y aura de 
ces parallelogrammes dans cet efpace ; & de même dans 
toute l'érenduë de la courbe 42 G. 


CoRrROLLAIRE IE 


165. S 11 y a une figure quelconque C MDOE€ ren- FIG. 105: 
fermée entre deux paralleles C'E , D F, & qu'on imagine 
par tout où l’on voudra entre ces paralleles, deux droites 
M O,N EL, infiniment proches lune de lautre, & 
qui leur foient aufli paralleles ; je dis que l'efpace O MNE 
qu'elles couperont dans la figure CHMDOC", fera égal 
au rectangle d'uné d'elles, comme de MO, par leur 
diffance MR ou OS. Car menant la perpendiculaire 
Qi 
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A B fur les paralleles CE, D F, laquelle rencontre 
les paralleles MO, NL, aux points P, O ;il eft clair 
par le Lemme * que l’efpace P MN Q eft égal au reétan- 
gle PMRO, & l'efpace POL O au re&angle POS 0; 
& par conféquent que l'efpace O M NL eft égal au rec- 


tangle OMRS ou OMx PQ. 
CoOROLLAïRE IIlL. 


186. ] L fuit du Corollaire précédent, que s'il y a 
deux figures. quelconques CMDOC, EGFHE ren- 
fermées entre deux paralleles CE, DF,& qui foient 
telles qu'ayant mené entre ces paralleles par tout où l’on 
voudra , une ligne MH parallele aux droites CE, D F; 
les parties MO, GH, de cette ligne comprifes dans | 
les figures CMDOC,EGFHE, foient toûjours en- 
tr'elles en raïfon donnée : il fuir, dis-je, que ces deux fi- 
gures ( j'entends les efpaces qu'elles comprennent } font 
auffi entrelles en raifon donnée. Car imaginant une au- 
tre parallele NK, infiniment proches de MH, & tirant 
une perpendiculaire 4 B fur les paralleles CE, DF, la- 
uelle rencontre les paralleles MH, NK, aux points 

P, 9 ;il eft clair par le Corollaire * précédent que l’ef- 
pace OMNL eft égal au retangle OMxPO, & de 
même que lefpace G H KI eft égal au rectangle 
GH x PQ, Ces deux efpaces feront donc entreux com- 
me MO eft à GH ; & comme cela arrive toûjours en 
quelque endroit quon mene la droite M FT, il s'enfuit 
que la fomme de tous les petits efpaces MNLO, c'eft 
à dire , l'efpace € 47 D O C' fera à la fomme de tous les 
petits efpaces GHKT, c'eftà dire, àl'efpace EGFHE, 
en Ja raifon donnée. | 

On prouvera de même que la’ partie MD O de la figure 
C MDOC eft encore à la partie correfpondante G FH 
de l’autre figure EGFHE , en la raifon donnée : commg, 
aufli les parties reftantes, C MO, EG HI. 

Il eft vilible que/fi la raïfon donnée eft celle d'égalité, 
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c'eft à dire, que fi les parties MO, GH, de la droite 

MH, font toûjours égales entr'elles ; les efpaces CMDOC, 

EGFHE, & leurs parties correfpondantes MDO,GFH, 

& CMO, EGH, feront égales entr’elles. 


LEMME IV. 


167. S 1 l'on fuppofe fur une ligne courbe quelconque un arc Fic, 106, 
infiniment petit MN ; d° qu'on imagine les tangentes MT ; 
NT , guife rencontrent au point T, lz foñtendante MN, & 
la droite. NS perpendiculaire fur MT prolongée: je dis qu’on 
peut prendre pour l'arc MN fa fottendante MN, ou l4 fomme 
des deux tangentes MT, NT, oz enfin la ürbiré MS. 
Loute-ligne courbe eft néceffairement ou toûjours 
concave vers un certain endroit, ou compofée de plu- 
fieurs portions dont Îles unes ‘étant concaves vers une 
certaine part, les autres le font vers le côté oppofé, Or 
les points qui feparent ces portions * ne peuvent point fe *Arr.153. 
trouver fur les arcs infiniment petits MN: puifqu'ils fe 2% 3: 
roient plus près du point 7 que n'eft le point N;ce 
qui eft contre la fuppolition. On peut donc toûjours 
fuppofer que l'arc MN fait partie d'une courbe ou por- 
tion de courbe qui eft toûjours concave vers un certain 
COtÉ. 
Maintenant f lon prend fur fa courbe du coté du 
point IV, l'arc 410 d'une grandeur finie, & qu'on tire 
la foûtendante OM, la rangente 0G, & la parallele O D 
à NS ;1l eftclair 1°. À caufe du triangle MD O rectangle 
en D, que la tangente MD ef moe que la PRE 
te MO, &à plus : forte raifon moindre que l'arc M NO ; de 
forte que l'arc MNO & fa foûtendante MO font lus 
grands chacun que M D ,.& chacun moindre que la fomme 
des deux tangentes MG, O G. 22. À caufe de la concavité 
de l'arc AMNO vers le même Côté, fi lon mene par un 
point quelconque N de l'arc MO une tangenté TR, 
ls points FT, R, où elle rencontre les tangentes MG, 
0 G, feront liruez entre les points M, G; & O, G'; ainix 








Ÿ Art.182. 
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Fangle O GD, qui eft externe au triangle TGR , eft plus 
grand que l'angle RTGou NTS. 

Ceci fuppoté, fi lon mene les droites ME, MF, pa- 
ralleles aux tangentes 0G, NT, & qui rencontrent la 
droite D O aux points E, F ; & qu'on imagine que le point 
O fe meuve fuivant la courbe vers le point M: il eft vifible 
que l'angle O G D , ou fon égal E MD, diminuëra continuel- 
lement jufqu'à ce qu'il s'évanotifle dans l'inftant que le 
point O parvient en M; puifqu'alors la tangente O G fe 
confond avec la tangente MD : d'où il fuit que la ligne 
M E diminué continuellement, jufqu’à ce qu’enfin elle de- 
vienne égale à MD dans cet inftant. Donc lorfque le 
point O eft arrivéen N, c'eft à dire, infiniment près du 
point 7, la ligne ME, alors en MF, ne fera pour lors 
différente de la tangente MD , que d'une grandeur moin- 
dre qu'aucune donnée ; & par conféquentr * les lignes 
TN,TS, dont elles expriment le rapport, feront égales 
entr'elles. Les deux tangentes MT, TN, prifes enfemble, 
feront donc égales à la droite MS, comme aufli à l'arc 
UN, & à la foûtendante MN. Ce qu'il falloit démontrer. 


CoROLLAIRE I. 
188. Dis l'angle F MD , où fon égal NTS, eft 


infiniment petit dans la fuppofition que le point N foit 
infiniment près du point 4, il s'enfuir que dans le trian- 

le MTN, l'angle interne N MT, qui eft moindre que 
FE NTS, fera aufli infiniment petit, c'eft à dire, 
moindre qu'aucun angle donné ; & qu'ainfi on.ne pour- 
ra mener par le point M aucune ligne droite qui tombe 
dans l'angle T MN. D'où l'on voit que ces deux lignes 
MT, NM, fe confondent entrelles, & qu'ainfi on peut 
regarder une tangente comme une ligne droite qui pañle 
par deux points d'une ligne courbe infiniment proches 


un de l’autre. 


CorolL, 
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189.K, l’on imagine qu'une ligne courbe quelconque 
{oit divifée en une multitude infinie d’arcs infiniment pe- 
tits tels que. MEN ; il eft clair. qu'en prenant au lieu de 
ces arcs. Leurs fourendantes, on:verra naître un Polygo- 
ne dune infinité de côtés, chacun infiniment petit, que 
l'on pourra prendre pour la ligne courbe : puifqu'elle * 
n'en differera en aucune maniere. De plus les petits 
cotés de ce Polygone étant prolongés de part & d'au- 


Fi. 106. 


*XZArt.x 9 y: 


tre, feront les tangentes de cette courbe ; puifqu'ils paf - 


fent chacun par' deux de fes points infinimenteproches 
l'un de l’autre. | | | 
| RE M A RQ UE, 


190. ( }, doit faire ici attention que l'idée ou no< 


tion qu'on a donnce destangentes des Sections Coniques, 
ne convient qu'aux lignes courbes qui font toûjours con- 
caves dans toute leur étenduë vers le même côté, com- 
me font * ces Sections : au lieu que cette derniere notion 
eft générale pour toutes fortes de lignes courbes. Auf 
eft-ce elle qui fert de fondement à la méthode des tan- 
gentes que j'ai expliquées , dans mon Livre des Znfniment 
petits, & que jofe aflürer être la plus fimple & la plus 

énérale qu’on puifle-fouhäiter. On en verra un foible 
échantillon à la fin de ce Livre. 


DE FINITIONS, 


Le 


Deux fegmens de lignes courbes quelconques BAD, 
bad, font appellés Semblables ; lorfqu'ayant infcrit dans 
lun d'eux une figure reétiligne quelconque BMNOD, 
on peut toûjours infcrire dans l’autre une figure reétili- 
gne femblable émnod.. 


| 4. 2. 
Deux Sedions Coniques font appellées Semblables : 
lorfqu'ayant pris dans l'une d'elles un Ranens quelcon: 


FAT. 203 
GI 124 


F1G. 107, 
108 CT 


109, 


E 
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que B AD, on peut toûjours afligner dans l’autre un feg- 
ment femblable 44 d. 
3% 
On appelle diametres Semblables AP , ap, dans dif 
férentes Sections Coniques, ceux qui font avec leurs ot- 


données PM, pm, les mêmes angles 4P M, «pm. 





Le | COROLLAIRE. 


191. P LUS chacun des côtés BM, MN ; &c. bm, 
mh,&c. devient petit s plus leur nombre augmente, & 
plus auffi les figures réilignes femblables BWNOD, 
bmnod, approchent des fegmens B AD , bad, aufquels 
elles font infcrites ; de forte qu’elles leur deviennent en- 

*Art.189. fin égales * lorfque chacun des côtés eft infiniment petit, 
& que leur nombre par conféquent. eft infini. Doù 1l fuit 
que les fegmens femblables B AD, bad, font. entr'eux 
comme les quarrés de leurs foûtendantes B D, &d, qui 
font des côtés homologues ; & les portions des courbes 
B AD, bad; comme ces foûtendantes. 








PROPOSILION EL 


Theorême. 


F1G, 107. 192. S OIENT deux Paraboles AM, am, gai agent 
deux diametres femblables AL ya L ,1ftués fur la même droi- 
te, en (orte que leurs ordonnées P M, pin, foient paralleles 
entr'elles 5 € [oit marqué [ur cette droite au dedans des Para- 
boles un point fixe L,1el que A foit2 La, comme le parame- 
tre À G du diametre À L'de la Parabole À M , eff an parame- 

: tre ag du diametre à L'de la Purabole an. Je dis que ff l'on 
mene du point fixe La un point quelconque M de là Parabole 
À M, ane lione droite L M ; elle rencontrera l'autre Parabole 
am e7 «n point in tel que LM. Lm::LA.La. 
Ayant mené l’ordonnée MP, & nommé-les données 


LA,a;Lu,b; AG p;& les indérerminées 4P, x; 
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PM, y; on aura LA(a). L a (6):: À G(p)ag="?. 
Or fi on prend fur le diametre # L de Îa Parabole 4», 
la partie 2p——", & quon mene l’ordonnée p# ; il éft 


4, 
bb bb 
+) —=— en fettant pour * Art. 6 
2 





clair * que pm —=pa xag ( 


O. 
px" fa valeur yy ; & qu'ainfi pm— : Donc PM(y). * Ibid. 
pm (2) LP (a—x). Lp (ES). Et par confé- 


quent la ligne LM pañlera par le point # extremité de 
lordonnée pm, c'eft à dire, quelle coupera la Para- 
bole 4m en ce’ point. Donc à caufe des triangles fembla- 
bles LPM, Lpm, onaura LM. Lm::PM(y).pm 
(7) Ne LA (a). La(b). Ce qu'il fallait démontrer. 


Gor:obrAaïtREezTE 


193: S l’on .prend :dans [a Parabole 4/7 un feg- 
ment quelconque B 4 D; & qu'ayant mené les droites 
LB, LD qui rencontrent l'autre Parabole +» aux 
points 4, d, on tire la foûtendante 4 d': je dis que le feg- 
mens bad de la Parabole 4m ,.éft femblable au fegment 
BAD de la Parabole 4 M, Car ayant infcrit dans le 
fegment B À D une figure rectiligne quelconque 
BMNOD, il eft clair que fi l'on mene les droites 
LM, LN,LO, qui rencontrent lautre Parabole aux 
points #, #%,,.0 3 les triangles L B M, L om {LMN, 
Lmn;LNO, Lno;LOD ,Lod;LBD,T6d;feront 
femblables ;, & qu’ainli les cotés BM'\6mS MN, mn; 
NO ,n0o;,O0D ,od; BD,6d;ferontrparalleles, & toû- 
jours en même raifon chacun à fon correfpondant ; 
puifque toutes les droites LB, LM, LN, LO, LD, 
font coupées en même raïfon aux points #,", %, @,d. 
D'où l'on voit que les figures reétilignes BMNOD, 
bmnod, font femblables. Or comme ïl eft évident que 
cette. démonftration fubfifte toûjours., telle : que puïñlie 
être la figure reétiligne/infcrite dans le Kamans BAD, 
| F 
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# Def. x. il s'enfuit que les fegmens B AD ,6a d,, * font fembla: 
# Def.2. bles ; & par conféquent * que les Paraboles 4 M, 4m, 


le font aufli. . 
CoROLLAIRE ETS 


194 [a il eft évident que fi l'on mene par le 
point L.une double ordonnée E F dans la Parabole 4 M, 
laquelle rencontre l'autre Parabole 4» aux pointse, f; 
les fegmens E 4 F, e a f, des deux Paraboles 4 M, 4m, 
feront femblables entr'eux. 


| COR O,Lr A TRE II. 
i 05." [' OUTES les Paraboles font femblables er 


tr'elles ; car fi l’on prend fur deux diametres femblables 
de deux différentes Paraboles, les parties AL , 4 L, qui 
foient entr'elles comme les parametres 46, #4; &f l’on 
conçoit que le diametre L 4 foit fitué fur le diametre 
L A : en forte que les points L , E , tombent Pun fur 
l’autre , & que leurs ordonnées P M, pm foient paral- 
leles entr'elles ; il eft clair qu'ayant mené du point fixe 
L à un point quelconque M de la Parabole ZM, une 
ligne droire EL M ; elle rencontrera toûjours l'autre Pa- 
rabole z # en un point # tel que LM. Lm::EÆ La. 
*Aït.193+ Donc * &c. 2 ARE F4 


| COR: OL:L0aANTIR:E; IV: 
19 éT}ir: il fuit que fi F on prend fur deux dia: 


metres. femblables de deux différentes Paraboles., les 
parties 4L, a L, qui foient entrelles come les para- 
metres de ces diametres , & qu'on tire par les points 
L, EL, les doublesordonnées E F,ef,les fegmens EAF, 
caf, des deux Paraboles 4 M, 4. m,"{eront femblables 
entr'eux. AUS | | 

| CGR OL LA 1R:E, V. 


197. V ; deux fegmenñs B 4 D, Bad', font femblables 
entr'eux ; & que Fur d'eux BAD, foit fe fgment d’une 
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Parabole ; je dis que l’autre 244 fera le fegment d’une 
autre Parabole, & qu'ainfi iln'y a entre toutes les cour: 
bes imaginables que des Paraboles. qui puiflent être fem- 
blables à une Parabole donnée. Car fi l’on place le petit 
fegment #44 au dedans du grand B AD, en forte que 
les foutendantes # d, BD, foient paralleles ; & qu’on inf- 
crive dans l’un & dans l’autre deux figures reétilignes quel- 
conques femblables BMNOD,6mnod, il eft clair queles 
côtés homologués BM, bm; MN, mn; &c. de ces deux 
figures feront paralleles : puifque les angles DB M, dbm; 
BMN, bmn;&c. font égaux entreux. Or menant LM, 
LN, LO, par le point de concours L des deux droites 
B&, D d, qui joignent les extremités des foûtendantes pa- 
ralleles BD, &d, qui font les deux côtés homologues 
donnés ; ces droites L M, LN, LO, pafleront par les 
points correfpondans #, #, o, où elles feront divifées en 
même raifon que LB l'eft en #, ou LD en d; puifque 
BD. 6d:: LB. Lo::BM. bm:: LM. Lm:: MN. Mn :x 
EN'Lr:NO;n0::LC0.:Lo::.0D.014. 

Maintenant fi l’on mene par le point L Îe diametre 
LA de la Parabole 4 M; qu'on le divife en #, en la 
même raifon que LB l'eft en £, ou LD en d; & qu'on 
décrive * du diametre 4 L, & du parametre #g qui foit 
au parametre 4G du diametre 4L de la Parabole 4 M, 
comme L# eft à LA, une Parabole 4% dont les ordon- 
nées pm foient paralleles aux ordonnées P M de l’autre 
Parabole : il eft évident * qu'elle pañlera par tous les 
points #,#%,%, 0,d, qui divifent dans la raifon ‘donnée 
de B D à 4dtoutes les droites LB,LM,LN,ELO,ED. 
Or comme ce raifonnement fubfifte toüjours tel que puiffe 
être le nombre des côtés des figures reétilignes fermbla- 
bles BMNOD, bmnod, & de telle grandeur qu'ils puif- 
fent être ; il s'enfuit que la Parabole 4» pañle par tout 
par où le feoment #24 pañle, & qu'ainfi ce fegment en: efë 
une portion, Ce qu'il fallait démontrer. 


R ii 


* Art,1GY» 


*XArt.192e 
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PROPOSITION IL 


Theorême. 


198.6 O1T we Ellipfe ou Hyperbole À M qui aït pour 
un de [es premiers diametres la ligne AH, @ pour parametre 
de ce diametre la ligne AG; € ayant pris fur ce diametre 
(prolongé dans l'Hyperbole) un point fixe L, & divifé en 
meme raifon aux points a, h, fes parties LA, EH. Sos 
ane autre Ellipfe ou Hyperbole am qui ait pour premier dia- 
metre la ligne ah, pour parametre de ce diametre la ligne ag 
qui foit à AG comme ah cfa AH, @ dont les ordonnées 
pm Joient paralleles aux ordonnées P M de l'autre Seltion 

- A M. %e dis que fi l'on mene du point fixe À, à un point quel- 

conque M de la Secfion A M, ane ligne droite quelconque 1, M; 
elle rencontrera l'autre Seétion am, en un point m'tel que 
LM.Lm::LA.La. c’ef à dire que toutes les droites tirées 
du point fixe L aux points de la Settion A M, font divifées en 
même raifon par La Seftion am. 
Il faut prouver que LM. Lm::LA. La. | 
Ayant mené l’ordonnée MP, & nommé les données 
LA,a;La,b; AH, 21; & les indéterminées AP, 3 
EM, y5<on aura A4: (Ca Ye Da (TH D her 


; 2 bt 


LH+LA ou 4AH(21:)} LhtLeou+4b——, 
Or fi l'on prend fur le diametre # de la Se&tion # » la 
partie p="+, & qu'on mene lordonnée p m ; il eft 
* Art. 42, clait * que APxPH(r2txLxx) P M (yy) ur AÆ EE 
,81 © 3 Shht on BD ENTIETSSE 
DE 7 AGuahagiaprph (PEU pm ln, ge 
qu'ainfi pm — "Donc P M(y).pm (A): LP (ax), 
L nb Et par conféquent la ligne L M paffera 


F1G. 108 
&7 109, 











par le point 7 extremité de l'ordonnée p"#, c'eft à dire 
qu'elle coupera la Section 4» en ce point. Donc à ‘cau- 


fe des triangles femblables LP M, Lpm, on aura 
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LM. ZLm:PM(y). pm (2) :: LA(a). La(b).Ce 
qu'il falloit démontrer. À 


GC ORO LI ALRE. E 


I 99. S ; l'on prend dans la Se&tion 4 M un fegment 
quelconque B 4 D, & qu'ayant mené les droites ZB, 
Z D, qui rencontrent l’autre Seétion 4m aux points 4, d, 
on tire la foûtendante 4 d': je dis que le fegment #4d de 
la Section 4 # eft femblable au fegment B AD dela Sec- 
tion À M; & partant que fi l’on mene par le point Zune 
double ordonnée E F dans la Seëtion 4 M, laquelle ren- 
contre l’autre Section aux pois e, f; les fegmens E4F, 
e a f, des deux Ellipfes ou des deux Hyperboles 4 M, a m, 
feront femblablés entr'eux. Cela fe prouve de même que 
pour la Parabole dans les articles 193 & 194. 


CorOLLA1IRE EL 


200." [" UTES les Ellipfes ou Hyperboles 4 4, 
am, qu ont deux diametres {emblables 4H, 4 h ,en mè- 
me railon avec leurs parametres 4G, 4g , font fembla- 
bles entr’elles. Car fi l'on prend les parties AL, 4EL, 
qui foient entr'elles comme les diametres AH, 4h, & 
que l’on conçoive que le diametre 4 4 foit fitué fur le dia- 
metre ÀH, en forte que les points L, L, tombent Jun 
fur l’autre , & que les ordonnées p, PM , foient pa- 
ralleles entr'elles ; il eft clair qu'ayant mené du point 
fixe L à un point quelconque M de la Settion 4 M une 
ligne droite LM, elle rencontrera toüjours l’autre Sec- 


tion 4m, en un point # tel que LM. Lm::LA La. 


Donc * &c. : 
CO RLOE L'A LREMIESE 


201.]} ELA il eft évident que s'il y a deux Ellipfes 
ou deux HyperBoles 4 M, 4m, dont deux diametres fem- 
blables 4H, 4h, foient en même raifon avec leurs pa- 
rametre AG, #g; & qu'ayant pris les parties AL, aL, 


* Art.199: 
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qui foient entr’elles comme les diametres À H ,4b,of 
tire par les points Z, Z, les doubles ordonnées E F, ef: 
il eft évident , dis-je , que les fegmens E AF, eaf, des 
deux Sections À M, am, font femblables entr'eux. 


:COROLLAIRE ‘IV. 


202.9: deux fegmens B AD, bad, font femblables 
entr’eux ; & que l'un d'eux foit le fegment d'une Ellipfe 
ou d'une Hyperbole 4 M, qui ait pour un ‘de fes dia- 
metres quelconques la ligne À H dont Île parametre eft 
AG; Je dis que l'autre 4 z d fera le fegment dune autre 
Ellipfe ou d’une Hyperbole 4m, qui aura pour lun 
de fes diametres femblables à 4H, la ligne 4h qui fera 
en même raifon avec fon parametre 4#g, que 4 H avec le 
fien À G. Car ayant placé le fegment xd au dedans 
du fegment B AD, en forte que la foûtendante # d foit 
parallele à la foûtendante B D , & que les lignes B#, D d, 
concourent en un point Z du diametre AH( ce qui eft 
toujours poflible) & infcrit dans l’un & l’autre deux fi- 
gures rectilignes quelconques femblables ; on prouvera 
comme dans la Parabole article 197, que les droites Z M, 
ZN, ZO, pañleront par les points correfpondans #,#, 
o, où elles feront divifées en même raifon que Z B l'eft 

en /, ou Z D en d. | 
Maintenant fi l'on divife les parties Z À, Z H, du 
diametre 4 H aux points #4, h, en même raïfon que 
# Art.161, ZB l’eft en & ; & qu'on décrive * du diametre zh & du 
parametre z g qui foit au parametre 4 G du diametre 
A H, comme Z «# eft à Z À, ou zh à AH, une Ellipfe 
ou une Hyperbole 4», dont les ordonnées p"” foient pa- 
ralleles aux ordonnées P M de l’autre Ellipfe out Hyper- 
#Art.198. bole 4 M : il eft évident * qu'elle paffera par tous les points 
OPEL O A qui divifent dans la raifon donnée de 4d 
à BD toutes les drones. ZB, ZM; ZN;: ZOO" LD, 
Or commme ce raifonnement fubfifte toûjours tel que 
puille être le nombre des côtés des figures reétilignes 
femblables 
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femblables BMNOD , bmnod, & de telle grandeur 
qu'ils puiflent être; il s'enfuit que l’Ellipfe ou l'Hyperbo- 
le 42m palle par tous les mêmes points par lefquels pañle 
le fegment #d, & qu'ainfi ce fegment en eft une portion. 
Ce qu’il falloit démontrer. 


. CoROLLAIRE V. 


203.]; eft donc évident que fi deux Ellipfes ou deux pic, ro8, 
Hyperboles 4 M, 4m, font femblables, & qu'on pren- & 109, 
ne dans la Settion 4 M un de fes diametres quelconques | 
AH ; il y aura toûjours dans l’autre Seétion 4# un dia- 

metre zh femblablé à 4H, qui aura avec fon parametre 

4 g la même raifon que 4H avec le fien 4G: & qu'ain- 

fi les diametres femblables 4H, 2 h , feront en même 

faifon avec leurs diametres conjugués. Or comme dans 

une Ellipfe ou Hyperbole il ne peut y avoir * que deux * 4r. 66 
différens diametres conjugués qui faffent entr’eux les mé- © 128. 
mes angles, & que ces diametres ne different que par 

leur pofition, leur grandeur demeurant la même; il s'en- 

fuit que dans les Ellipfes ou les Hyperboles femblables 

tous les diametres conjugués qui feront les mêmes angles, 

feront entr'eux en même raifon; obfervant de prendre 

pour les antécédens de ces deux raifons les plus grands 

de ces deux diametres conjugués, & pour conféquens les 
moindres. 


PROPOSITI.O:N III: 
Theorême. 


204.5 1 lon mene dansiune Seffion Conique deux paral: Fi. 110, 
leles quelconques B D, E F, terminées par la Seftions € 117, 
qu'on joigne leurs extremités par dénx droites BE, DF ; je 

dis que les fegmens BMEB, D'MFD, compris par des 

portions de la Seilion, @+ par les droites qui joignent les 
extremités des paralleles, feront égaux entr EUX. 


S 
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Car ayant prolongé les foûtendantes BE, D F, juf- 
qu'à ce qu'elles fe rencontrent en un point G, & ayant 
mené par ce point & par le point de milieu de lait 
gne B D la droite GH : il eft clair qu'elle divifera pat 
le milieu en K la parallele E F à B D , comme auili pat 
le milieu en P un autre parallele quelconque O O à la 
même ligne B D. Donc la ligne H K fera un diametre 


*Art.146. * qui aura pour ordonnées de part & d'autre les paralleles 







BD,EF; & partant fi l'on mene par un de fes points 
quelconques P une parallele à ces lignes , elle rencontre 


# 4rr.144. ra * la Section en deux points M, M, également éloignés 









du point P; d'où l'on voit que les parties HO, OM, de 
la même parallele MM à B D, comprifes dans les feg- 
mens BMEB,DMPF D, font toûjours égales entr'elles , 
en quelque endroit que puifle tomber cette parallele en- 


*Art.186. tre les lignes BD, EF. Il eft donc évident * que ces deux 

















fegmens feront égaux entr'eux. 

Si les foütendantes BE, D F, étoient paralleles entr’el- 
les, il faudroit mener par le point de milieu H de la ligne 
B D une droite H K parallele à ces foûtendantes, & la 
démonftration demeureroit toûjours la même. 


G:0:R DL ET ASTERIE ST: 


Fic. tro. 
re 205 Puisquz PM efttoûüjours égale à P AJ; if s’en° 











fuit 1°. Que les Trapefes Coniques KHBE, KHDPF, 
font égaux entr'eux. 2°. ( Lorfque la ligne B D au lieu de 
rencontrer la Se&ionen deux points la touche en un point 
A) que les Trilignes Coniques 4AKE, AK F, font égaux; 
& qu'ainfi fes fegmens AE MA, AF M A, le font aufli; 
puilque le triangle ZE F eft divifé en deux parties égales 
par le diametre 4K qui pañle par le milieu de EF: 


An ÉSO. ROÏLHÉ A ERA, 


& | 
Fic. 110. 206. S; la Secion étant une Parabole, une Ellip£ ,. ou 





une Hyperbole , l'ôn mene par les extremités des paralleles 
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BD,EF, les droites BF, DE, qui s’entrecoupent en- 
tre ces paralleles ; les fegmens BFD AB, DEBAD, 
feront égaux entr'eux. Car les triangles BFD, BED, 
qui font entre les mêmes paralleles B D, EF, & qui ont 
la même bafe B D, font égaux entr'eux ; & partant fi l'on 
ajoûre d'une part le fegment D MFD plus le fegment 
B ADB, & del'autre B MEB égal au fegment DMFD, 
plus aufli le même fegment B 4D B;lestouts BFD 4B, 
DEB 4 D, feront égaux entr'eux. 


GE OROLLAFRE III. 


2 Leon voit comment on peut Couper Pat Fie, rr2: 
un pont donné D fur une Settion Conique, deux fes- 

mens DGED, DFBD, égaux chacun à un fegment 

donné B E D B. Carayant tiré les droites B D, D E & me- 

né B G paralleleà D E, & EF parallele à BD, lefquelles 
rencontrent la Section aux points G, F;il eft clair * en joi- #4rt.106, 
. #gnant la droite D F', que le fegment D FB D eft égal au 
fegmentBE DB , à caufe des paralleles DB, E F; & de 

même en joignant DG', quele fegment DGE D eft égal 

au fegment BE DB, à caufe des paralleles BG, DE. 


 Sile point donné tomboit fur l'une des extremités du 
fegment donné que je fuppofe être à préfent DGED ,il 
faudroit mener par l’autre extremité G, une parallele G F 
à la tangente qui palle par le point D ; & tirant par le point 
F où cette parallele rencontre la Seëtion , & par le point 
donné D, la foûtendante D F, il eft clair que le fegment 
D FB D fera égal au fegment donné D GE D. 


Il eft vifible qu'il ne peut y avoir dans ce dernier cas 
ge le feul fegment D F3 D qui foit égal au fegment 
onné D G E D ; puifque tout autre fegment qui aura pour 
l'une de fes extremités le point donné D, fera plus grand 
ou moindre quele fegment D FB D, felon que fon autre ex- 
tremité fera plus proche ou plus éloignée du point D que 
n'eft le point F, D'où il fuit que fi deux fegmens DGE D, 
PFB D, qui onf une extremité commune D je égaux 
1] 








Fic. 113, 
114 € 
11f. 





140 LIVRE CiINQUIEFEME.: 
entr'eux ; & que fi l’on mene par le point D une parallele 


à la droite G F qui joint leurs autres extrémités, elle fera 
tangente en D. 


C0 R°9 LL ALRE ALV.: 


208.( ), tire du Corollaire précédent une maniere 
toute nouvelle & fort aifée de mener une rangente par un 
point donné D fur une Section Conique donnée. 

- Car ayant tiré par ce point deux droites quelconques 
DB,DE, qui rencontrent la Section aux points B, E ,on 
meneéra par le point B une paralieie BG a DE, & par le 
point E une parallele E F à BD , lefquelles rencontrent 
la Section aux points G, F, que l'on Joindra par une ligne 
droiïre G F, à laquelle on tirera par le point D'une paral 
lele qui {era la tangente cherchée ; puifque les fegmens 


DGED, D FB D ,érantézaux chacun au même fegment 
B ED B, le feront entr’eux. 


PROPOSITION IV: 
Theorême. 


209. RE y æ dans une Ellipfe, dans #ne Hyperbole , on 
dans les hyperboles oppofés deux lignes droites B D, EF, 
paralleles entr elles > terminées par la Seéfion; € qu'on tire 
du centre C les demi-diametres CB,CE, CD ,CPF, /es 
Setleurs Elliptiques ou Hyperboliques CBE,CD PF, feront 
égaux entreux. 

Car menant par les points de milieu H, K, des droi- 
tes BD, EF,le diamerre C'K, les triangles CHB, 
CHD,&CKE, CKF, feront égaux entreux ; puif 
qu'ils ont le même fommer C , & que leurs bafes HB, 
HD,&KE,KF, font égales. Par conféquent (fe. 1 r4) 
KHBE+CBE=CKE—-CHB=CKF—-CHD— 
=KHDF+CDF;&(fr113,115)KHBE-—CBE 
= +CHBECKE=+CHDECKF—KHDF—- 
CDF. Donc puifque les Lrapefes Coniques KHBE, 


4 


me tte 
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KHD F, font * égaux, il s'enfuit que les Seéteurs Ellipti- 
ques ou Hyperboliques C BE, CD F, le feront aufh. 


G'OROLLAIRE* L. 


210.8, la Seétion eft une Ellipfe, ou une Hyperbole ; 
& que la ligne B D parallele à EF , devienne tangente 
en À ,il eft clair que les Secteurs CAE ,CAF, fe- 
ront égaux entreux. Car prolongeant le demi-diametre 
C À juiquà ce qu'il rencontre la ligne EF au point K,, 
certe ligne fera coupée en deux également en ce point; 
& par conféquent les triangles CKE, CKÆF,; feront 
égaux. Or les trilignes Coniques 4AKE, AKF, le fonc* 
auili, Donc àc. 


COROLLAIRE IL 


21 1. |) E-LA On voit que pour divifer en deux parties 
égales uo Secteur Elliptique ou Hyperbolique quelcon- 
que CE F; il n'y a quà mener le demi-diametre C 4 qui 
divife par le milieu en K la foûtendante E F de ce Sec- 
teur. Ce qui donne encore les Seéteurs CRE, CDF, 
égaux entr'eux , en fuppofant B D parallele à E F. Car 
ayant de cette maniere les Secteurs CAE, CAF,& 
C AB, CAD, égaux entreux , les Secteurs CBE, 
CDF, qui en font les différences, doivent aufli être 
égaux enireux. | 


PROPOSITION V. 
Theorême. 


212: S O1T #2 demi-cercle A DH , qui ait pour diame- 

tre le premier ou grand axe À H d'une demi - Ellipfe À BH; 

foit menée par un point quelconque P de l'axe À H ,'#ne per- 

péndiculaire à cet axe, qui rencontre l'Ellipfe au point M, €& 

le cercle au point N ; par où par le centre C foient tirées 

les droites C M, C N. Je dis que le EE Lo 
| S 11} 


F1G. 113, 
114% 


X Art.20F 


F1G, 126. 
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CA Mef uu Setteur circulaire C AN, comme la moitie CB 
du petit axe de l'Ellipfe ; eff à la moitié CA on CD dx 
grand. 
Le 42 Car par la proprieté * de l’Ellipfe P M . C3 : à 
| ou, APxPH. AC x CH où CA, & par la proprieté du 
cercle PN.CD :: APxPH.ACxCH ou CA. 
DoncPM.CB::PN.CD ou PM PN::CB. 
C:D#i-Bven tirant les racines quarrées, PL PF "CP: 
C'D ou C 4. Or comme cela arrive roûjours en quel- 
que endroit que tombe la perpendiculaire P MN ,il s'en- 
*dit:186, fuit * que l'efpace Elliptique entier 4 B H 4 eft au demi- 
cercle ADHA, & la portion 4P M de cet efpace à la 
portion 4PN du demi-cercle , comme CBetà CD 
ou à CA. Mais le triangle rectangle C P M eft au trian- 
gle rectangle C P NN qui a la même hauteur , Comme la 
bafe P M eft à la bafe PN, c’eft à dire, comme CB 
eft à C'D ou C À; & par conféquent l'efpace Elliptique 
AP M plus ou moins le triangle C P M (plus lorfque 4 P 
eft moindre que AC, & moins lorfqu'elle eft plus gran- 
L de) c’eft à dire, le Sefteur Elliprique CAM fera à l'efc 
| pace circulaire AP N plus ou moins le triangle CPN, 
c'eft à dire, au Secteur circulaire € AN, comme C B ef 
à CD ou CA. Ce qu'il falloit démontrer, 


GOROLLATIRE E 


213: Chr le Se&teur de cercle C AN eft égal au 
redtangle de l'arc 4 N par la moitié du rayon € 4 ouC D; 
il s'enfuit que le Seéteur Elliptique € 4 M eft aufli égal au 
rettangle de ce même arc AN par la moitié de CB. 














GC: OR 0'L LA TRE IT: 


214. ; l'on mene par un point quelconque G! du 
grand axe À FT autre que le point P , une perpendicu- 
lire à cet axe, qui rençontre l'Ellipfe an point E, & le 
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cercle au point F; Je dis que les Secteurs Elliptiques 
ACE, AC M, font entreux, comme les Seéteurs circu- 
laires ACF,ACN. Car AC M ACN::CB.CD. 
Et de même AC E. AC F::C B. C D. Et partant AC M. 
ACN::ACE. ACF. EACM ACE::ACN.ACE. 
D'où l’on voit que pour trouver un Secteur Elliptique 
AC, qui foit au Seéteur Elliptique AC E en raïfon 
donnée ; 1l n'eft queftion que de trouver un Sedteur cir- 
culaire À C'N qui foit en raifon donnée au Seéteur AC EF, 
ou ce qui eft la même chofe, de divifer en raifon donnée 


l'arc AN F ou l'angle 4CF. 
PROPOSITION VI. 
Theorème. 


215: De, a deux demi- Hyperboles À M; AN , o# Fic. 17 

BM,DN, gui ayent pour centres le même point C , pour © 138. 

an de leurs demi-diameires la mème droite CA, & pour les 

deux demi-diametres conjugués au demi-diametre CA, deux 

droites quelconques CB, CD, fituces [ur la même ligne ; € 

qu'on mene par un point quelconque P du demi diametre C A 

(prolongé s'il ef neceflaire) ane droite parallele à CD, l4- 

quelle rencontre les Hyperboles aux points M, N ;par lef- 

quels € par le centre C, foient tirées les droites CM,CN: 

je dis que les Seifeurs Hyperboliques CAM, CAN, ox 

CBM, CDN, feront entreux comme les demi - diametres 

conjugués CB,C D. + +. 7 
On aura par la proprieté * des deux Hyperboles + 44. 87 £ 

AM,AN,ouBM, DN, ces deux proportions PM. 118: 

ÉD SRCPE EE CAS CA::PN.CD.Et par confé- 

quent E,MSP N.::C B.CD;. Et en prenant Îes raci- 

nes quarrées, P M. P N:: CB.C D. Or comme cela arrive 

toüjours en quelque endroit que :tombe la. parallele 

PMN, il s'enfuit * que les efpaces Hyperboliques 4 P AL, * 418€ 

APN ,ou CPMB,CPND, fontentreux commeCB 

ct à C D. Mais les triangles CPM, CPN, font en 


msi des cofeis Ap CL TEN<RIEs 
F7 HE AL STE 1} 











# Art,232, 


F1. 119. 
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treux, comme leurs bafes PM, P N, ( puifquils font 
fitués entre les mêmes paralleles CD, PN), ou com- 
me les demi-diametres conjugués CB, C D. Et par con- 
féquent (#z. 117) CB. CD::CPM—APMCPN 
—APN::C AM. C AN. Ou bien (ÿg 118) CB. 
CD::CPMB—CPMCPND=CPN::CBM. 
CD N. Ce qu'il falloit démontrer. | 


COROLLAIRE, 


216. Ç, les deux demi-diametres conjugués € 4, CD; 
font égaux eñtr'eux , l'Hyperbolé 4 N ou D N fera 
équilatere. Et fi l’on avoit trouvé le moyen de quarret 
les Seëteurs Hyperboliques € À N, ou € D N, on au- 
roit aufli la quadrature des Secteurs C 4 M, ou CBM, 
qui ont pour bafes des portions 4 M ou B M d'une 
autre Hyperbole , dont le demi-diametre conjugué CB 
peut ètre pris de telle grandeur qu'on veut ; puifque le 
rapport des Seteurs Hyperboliques CAM, CAN ou 
CDN,CBM, étant exprimé par les droites CD,CB, 


eft donné. D'où l’on voit que fi l’on avoit la quadrature 


de, l'Hyperbole équilatére ; on auroit aufli celle de 
toutes les autres Hyperboles : de même qu'ayant * la 
quadrature du *Cercle , on auroïit celle de toutes les 


Ellipfes. 
PROPOSITION VII. 


Theotême, 


217.S, l'on prend fur une afÿmptote CN d'une Hyper- 
bole EBDE , deux parties GK , CL; gui foient entr'elles 
en même raifon que deux autres parties quelconques CG, 
CH, de la même afymptote; © qu'ayant mené les paralle- 
l5GF,HD,KB,LE,2 l'autre afymptote CP , lefquel. 
les rencontrent l'Hyperbole aux points F, D, B,E, on tire 
les demi-diametres CF, CD, CB, CE: e dis que les deux 

Settleurs 
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Setleurs Hyperboliques CBE ,CDF , feront égaux entr'eux. 
Ayant mené les deux droites BD, EF, qui rencon- 
trent les afymptotes aux points M, O , N, P; les paralle- 
les KB, HD, donneront cette proportion, MB. MK :: 
DO. CH. Les paralleles LE, G F, donneront aüfi cette 
autre proportion , NE. NL:: FP.CG. Et partant puif- 
que*MB—DO,&NE—FP,il s'enfuit que HMK—CH, 
& N LC G. Orpar la fuppolition © Gou L N. CHou 
KM::CK.CL::*LE. KB. Ecpartant LN.LE::KM. 
KB. Donc les lignes NE, MB, c'eft à dire, les deux 
droites EF, BD, dontelles font parties, feront paralle- 
les entrelles. Donc * les Seéteurs Hyperboliques CBE, 
CDF, font égaux entreux. Ce qu'il falloit démontrer. 


| COROLLAIRE Î. 
218. js parties CK, CL, de l’afymptote C NN, font 


en même raifon que deux parties quelconques CS, CT, 
de l’autre afymptote C P ; & qu'on mene les paralleles 
KB,LE, à l'afymptote CP, & les paralleles SD ,TF, 
à l’autre afymptote C N ; il eft clair que les Seteurs Hy- 
perboliques € D F,C BE, feront aufli égaux entr'eux, 
Car ayant mené les paralleles F G, D H, à l’afymptote 
CP ,onaua* CG. CH::HD ouCS. GFou CT*:: 
CK. CEE. Donc CG, 


CoROLLAIRE IE. 


219.N ; lon prend fur la même afymptote Îa partie 
CK troifiéme proportionnelle à deux parties quelcon- 
ques CG, C H; on prouvera par un raifonnement fem- 
blable à celui du Theorême, que la ligne BF eft paral- 
lele à la tangente qui pañle par le point D; & qu'ainfi* 
les Secteurs Hyperboliques CFD ,CDB,, font égaux 
entr'eux. D'où il fuit que fi l’on prend fur une afymp- 
tote autant de parties qu'on voudra CG,CH, CK, 
CL , &c. en progreflion géometrique continue , doù 


partent les paralleles GF, HD, KB,LE, RER l'aus 


ATOS. 


* Art.100. 


* Art,209. 


* Art.100, 
* Hyp. 


* Art,210, 
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tre afymptote, les Setteurs Hyperboliques CFD,C DB; 


CBE, &c. feront tous égaux entr'eux. 
G:o:R:0 ELALR ELLE 


220. |). - L A on voit que fi C H eft fa premiere de 
deux moyennes géometriquement proportionnelles entre 
les extrêmes CG, CL; & qu'on re les droites G F, 
HD,LE , paralleles à lautre afymptote ; le Secteur 
C D F fera au Se&eur CFE, comme 1 eft à 3. De mé- 
me, fi CH eft la premiere de trois moyennes propor: 
tionnelles entre CG, CL, le Secteur C D F fera au Sec- 
teur CFE, comme : eft à 4. Et en général , fi la lettre 
m marque un nombre entier quelconque, & que G H{oit 
la premiere d'autant de moyennes proportionnelles entre 
les extrêmes € G, CL, que le nombre #—; contient 
d'unités; le Secteur C D F, fera au Secteur C FE, coms 
me z eft au nombre #. 


REMARQUE. 


221.(), peut ici donner une idée fort exaéte de ce 
qu'on appelle Zogarithmes dans FArithmetique , & de 
extrême facilité qu'ils apportent au calcul , loriqu’il 
s'agit d'operer fur de fort grands nombres. Voici com: 
ment. | | 

Si l'on fuppofe que € G exprime l'unité , & que CL 
étant decuple de C G'; c'eft à dire, 10,le Seéteur Hyper- 
bolique CFE foit divifée en r0000000000 parties éga- 
les. Et fi l'on compofe une table divifée en deux colomnes, 
dont la premiere renferme de fuite tous les nombres 
naturels 1, 2,3,4,5$, 6, &c. & l’autre des nombres 
artificiels, placés vis-à-vis, & qui foient tels que C H, ex- 
primant un nombre quelconque naturel, le nombre ar- 
tificiel placé vis-à-vis , exprime le nombre des parties 
que le Secteur Hyperbolique € D F contient par rap- 
poït au nombre des parties que contient le Secteur 
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CFE : les nombres artificiels feront appellés les Zoga- 
su des nombres naturels aufquels ils répondent. Cela 
poié, 

1°. Si l’on propofe de multiplier deux nombres natu- 
tels quelconques CH, C'K, l'un par l’autre , il n’y aura 
_ qu'à prendre dans la table leurs Logarithmes qui expri- 

ment les Secteurs CFD, CFB, & ajoûtant enfemble ces 
deux Logarithmes , on aura le Logarithme qui exprime 
le Secteur CFE, vis-à-vis duquel fera placé le nombre 
paturel CL produit de la multiplication des deux nombres 
CES CK: | 

2°, S1 l’on propofe de divifer le nombre CL par le 
nombre C'K, il n'y aura qu'à retrancher le Logarithme 
CFB du divifeur CK, du Logarithme C FE du nombre 
à divifer CL, pour avoir le Logarithme CBE où C FD 
du quotient CH. : : | 

3°. Si l'on propofe d'extraire une racine quelconque 
du nombre C L , par exemple la cubique , il n’y aura 
qu'à divifer fon Logarithme CFE entrois parties éga- 
les , pour avoir le Logarithme CFD vis-à-vis duquel eft 
pue le nombre C H, qui eft la racine cubique cher- 
chée. ANS, 1 
Tout cela eft une fuite de ce que les Sefteurs Hyper- 
boliques CFD,CBE, font égauxentreux, lorfque C G. 
CH::CK.CL.Erque lesSe&eurs CFD,CDB,CBE, 
&c. font aufli égaux entr'eux , lorfque C G. CH::CH. 
CK::.C K. CL :: &c. Il eft donc évident que par le 
moyen de cette table, on pourra abreger extrêmement 
les opérations de l'Arithmetique , lorfqu'il s’agit d’operer 
fur de grands nombres, comme dans les calculs Aftrono- 
miques. 


Comme lon n’a pü jufqÿ'a préfent trouver en nom- 
bres exaûts , le ‘rapport des Secteurs Hyperboliques 
CFD,CFB, &c. au Seéteur C FE, on s'eft con- 
tenté d'exprimer ce rapport en nombres fort approchans ; 
& par le moyen de ces nombres quon appelle Artif- 
ciels, & des nombres naturels qu'on a placés A Le 

se in; 
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on a compofé la Table des Logarithmes qui a les pro: 
pie qu’on vient d'expliquer. Or dans la fuppolfition que 
e Secteur CFE Logarithme de CL (10) contient 
10000000000 parties égales, on trouvera que le paralle- 
logramme C GFT contient plus de 4342944818 de ces 
patties, & moins de 4342944819. D'où l'on voit qu'un 
Secteur Hyperbolique quelconque CB F eft au paralle- 
logramme C G FT, à peu près comme le Logarithme du 
nombre € K trouvé dans la Table , eft au nombre 
4342944819, & cela en prenant les Logarithmes de dix 
caraëtéres outre le caraétériftique. 


PROPOSITION VIII. 
Theorême. 


F16, 120, 222. S: L y « fur chaque afymptote deux parties CG; 
CL,SGCR, CS,gxi foient telles que VCG. VC LE 


VCR. VCS; @ quon tire lesdroites GF, LE, RT; 
S V , paralleles aux afymptotes : je dis que le Seiteur CFE, 
fera au Sefleur CT V , comme m eff à n. Les lettres m € 
n marquent des nombres entiers quelconques. 


Car fi l'on fit VCG VCL::CG. CH Et VCR. 
VCS::CR. CO. Er qu'on tire les droites HD, ON, 


aralleles aux afymprotes ; il eft clair que les Secteurs 

*Art.218. Hyperboliques CFD, CTN , feront égaux * entreux, 
* Hÿp. puiique * CG. CH::CR. CO. Or felon la nature des 
progreflions géometriques, la igne CH fera la prenriere 

d'autant de moyennes proportionnelles entre CG &CE 

que le nombre ‘”# —; contient d'unités, & de même la 

ligne © Q fera la premiére d'autant de moyennes propor- 
tionnelles entre CR & C S que le nombre 7 —; con« 
*4r,220. tient d'unités. Donc *C FE. C'FD::m.5.Et CTN ou 
CFD. CTV::5. #. Et par conféquent le Seîteur CFE 

eft au Secteur C TJ enraifon compofée de» à à, & de sà 

n ,ceft à dire ,comme le nombre #eft aunombre »,Cequ'il 

falloit démontrer. | | | 
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COROLLAIRE, 


223 Flu on voit quun Seéteur Hyperbolique 
CFE étant donné avec un point quelconque T' de l'Hy- 
perbole , il ne faut pour trouver un autre point 77 de 
la même Hyperbole, tel que le Seëteur CFE foit au 
Seteur CT, comme » eft à, que prendre C'S en 
forte que VC G:VCL:: VC K. Vc S, ou (ce qui re- 


vient au même ) VCG. VCL:: CR. CS. C'eft à dire; 
£ : | VC ra 
qu'il faut prendre CS=CRx VE 





PROPOS TTTO.N IX... 


.…  Theorème., 


224. Ç, lon mene par les extremités B, F, d'un Seffeur Fi. 1254 


Hyperbolique quelconque CBF, les droites BK,FG ,pa- 
ralleles à une afymptote GS, & terminées par l'autre CL; 
je dis que le Setteur Hyperbolique C B F,cff égal à l'efpare 
A BKG EF compris entre lés paralleles BK,FG, 

ane afymptote CS, la partie GK de l'autre afimprote 
CL, @ La portion BF de l'Hyperbole. 

Car fi l'on retranche des triangles égaux * C KB, 
CGF, le même triangle CG (le point À eft. le point 
d'interfection des deux droites, FG, C B }& qu'on ajoûte 
aux deux reftes BK G 4, CAF, le même efpace hyper- 
polique BAF , on formera d’une part l’efpace BKGF, 
ê& de Fautre le Seëteur C B F' qui feront égaux entreux. 
Ce qu'il falloit démontrer. | 


COROLLAIRE Ï. 
225: S lon eut mené es lignes B O0, FO , paralleles 
à l'afymptote CL, & terminées par l'afymptote CS’, on 
auroit prouvé de même que le Seéteur Hypébolique 
= Li 


* An,99 
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CBF eft égal à l'efpace hyperbolique BOOF ; 


so 


d'où 


perboliques 


2 


eux, 


2 


Frapefes hy 
, font égaux entr 
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lon voit que les 
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bte » ; on pourra toûjours trouver! dans: FHyperbole 
H ND un Trapefe hyperbolique RS WT égal à un Tra- 
pefe hyperbolique GKB F de l'autre BMF , les droites 
CG,CK,CR étant données. Car il eft clair * que le 
Trapefe GK HD eft au Frapefe GKBF,comme # eft 
à; & quainfi toute la difhiculré fe réduit à trouver dans 
la même Hyperbole HN D; le Trapefe RS TT, qui. 
foit au Trapele G K:H D, comme le nombre x eft au 
nombre »:& ceft ce quife fera * en prenant CS , telle 


291 mm 7] 979 ets 1 


que VCCG NCKECRCS 
DÉFINITION 


Soit une ligne droite indéfinie À C, qui ait pour ori- 
gine le point fixe À ; & foit une ligne courbe 4MB 
telle qu'ayant mené d’un de fes points quelconques 
une droite M7 P qui fafle avec 4 C un angle donné 
A P M, & ayant nommé les indeterminées 4 P , x; 
PM,7; on ait toûjours zx —y (la lettre 4 marque une 
ligne donnée) : il eft chair * dans certe fuppolition que la 
ligne courbe 4 MB eff une Parabole qui a pour dia- 
metre la ligne AC", pour une ordonnée à ce diametre 
la droite PM, & pour parametre de ce diametre la don- 
née-«. Mais fi l’on fuppofe à préfent que fa nature de la 
courbe 4 MB foit exprimée par l'équation y =742%, 
ou par cette autre y”—# x x ; cette ligne courbe fera 
nommée Parabole cubique où du troiléme degré ; parce 
que celle des deux indérerminées x ou y, dont la puiffan- 
ce eff la plus élevée, monte-au- troifiéme degré. De mé- 
me fi l’équarion eft yÿ*—4° x, ou y*—4 x” ;laligne cour- 
be 4 NB eft A uolée Pause du quatriéme degré; parce 
que l'indéterminée y dont ‘la puiffance eft la plus haute, 
monte au quatriéme degré. Il en eft ainfi de toutes les au- 
ges à l'infini. * : a fi 4 | 1 


Soit comme dans la définition: précédente: une hgne Fic, 124 


droite 4 C qui ait pour origine le poine fixe 45 & loir 


* Art.222, 
€ 225. 


*Art.223; 
&" 226. 


Fi. 127: 


* Art. 19, 
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il cf clair que l’indérerminée + qui exprimoit auparavant 
la ligne 4 P ou MK , devient à préfent y ; & qu'au con- 
traire y qui exprimoit P M ou AK, devient à préfent x. 
D'où il fuit. | 
1°. Que fi la coube À MB eft une Parabole ordinaire, 
elle aura pour équation y y—4x où xx —4ay, felon 
qu'on rapportera fes points à ceux de la ligne 4 Cou 
AD; & de même que la Parabole cubique qui a pour 
équation y°==42 x x lorfqu'on rapporte fes points à ceux 
de la ligne 4C', aura pour équation x°=— 7 4 y lorfqu'on 
les rapporte à ceux de la ligne 4 D ; & en general que 
fi la ligne courbe AMB a pour équation y = x”2"—" 


_étant rapportée à la ligne droite AC, cette même courbe 


aura pour équation x”=—7” 4°” ( l'on fuppofe que # fur- 
pañle # ) étant rapportée à la ligne 4 D. & 

29. Que l'Hyperbole ordinaire a toûjours la même 
équation xy—44, foit qu'on la rapporte à la ligne AC 
ou à la ligne 4 D ; que l'Hyperbole cubique qui a pour 
équation xxy—#? ctant rapportée à 4 C , aura pour 
équation xyy—4* étant rapportée à l'autre ligne AD ; 
& en general que l'Hyperbole gi à pour équation 
x”y° — 4"? lorfqu'on rapporte fes’ Points à ceux de la li- 
gne AC , aura pour équation x”y"=—=4”7#+" lorfqu'on les 
rapporte à ceux de la ligne 4 D. 


G:o:Rr-O0LL'AUMR EEE 
EC à FRA il eft évident quil'y a deux Paraboles 


cubiques dont l’unea pour équationy = AAXOUX —4 4, 
& l'autre y —42xx ou x’—47yy; au lieu quil nya 
qu'une feule Hyperbole cubique xxy7—4° ou xyy— 4°. 
Car les indéterminées x & y ne peuvent être combinées 
que des quatre premieres manieres pour exprimer les 
Paraboles cubiques ou du troifiéme degré ; & des deux 
fecondes pour exprimer les Hyperboles cubiques. Or 


comme les quatre premieres égalités appartiennent à 


deux différentes courbes , & les deux fecondes à la mé- 


me 5 il s'enfuir &c. On peut trouver par la même voié 


FiG, 127: 


Fr. 124; 





a 


r 


ME. 
le nombre des Paraboles ou des Hyperboles du quatrié- 
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degré, &c. 


Lis 


me, cinquiéme 


CoROLLAIRE IV. 
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ptotes les lign 


encore celle de tous 


pour 
mais 


= #, 


(AP 
S à ceux 


) qui exprime la nature de telle Hyperbo- 


28 


x" 





pporte fes point 


2 


lorf 


oudra , 


ÿ 


e quon v 
de la ligne AC 51 


ee 
a 


quation generale x”y"=47+" où = 


PM 


{ 


qu'on ra 
L eft manifefte que pl 


ntraire y 
e que x 


2 


us AP (x) aug- 
uentPM(y) 
rande, PM 


/ 


, & par confé 


RE | 
étant infiniment 


# 
La 


lus au co 

de fort 
(y) devient nulle ou zero : c’eft à dire 
B M & la ligne AC ,'étan 
l'infini , s'approchent to 


D 


P 
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diminue 


EF: 


x, KM=—=y 


grande, plus au contraire K M{y) 
à l'infini ; & qu'ainfi la li 
de la même Hyperbole. 


? 


qu'en 
ligne AD, on aura y" —4"+" où y” — 


titué l’eflence d'une afy 
porte les points de 


. 
a — 
a 


ft encore une afymptote 
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petit arc MN peut être regardé * comme la prolon- *Ært.189: 


gation de la tangente T° M. Cela pofé, on nommera la 
foûtangente cherchée TP, s; & la petite droite PQ ou 


MR , &; ce qui donnera RN—"°, à caufe des trian- 


gles femblables TPM, MR N. Orfi l’on met le cube 
de ON (y + —)à la place de y” dans l'équation y° 
—4x%xx qui exprime la nature de la courbe 4 MB; 
& à la place de xx, le quarré de 4 0 (x-+e): il eft é- 


f / . 3 3 
vident qu'on formera une équation y} + 27 + 27 
S° CE) 


e°y e . 
+ =axx+treax+ecs qui exprimera Île rap- 


port de 40 à O N.Et fi l'on retranche pär ordre des 


deux mémbres de cette derniere équation ceux de la 
premiere, & qu'on divife enfuite par e , on trouvera — 


ey3 eey? 
HI += 24x-+ea ; dans laquelle effaçant tous 


les termes où + fe rencontre, parce que P © (e) étant 
infiniment petite ou nulle, ces termes font nuls par rap- 


. è 3 
port aux autres 3 il vient enfin == 2 4 x 5 & partant 
5 
PT(s—)i2- —5îx en mettant pour y? fa valeur 4x4 
ZA x 2 


Ce qu'il falloit trouver. 
REMARQUE. 


ee S: l'on fait attention fur le calcul précédent, on 
verra avec évidence qu’en fubftituant à la place de la puif- 


. . € , . 
fance de y, une pareille puiffance de y + — , onnabefoin 


que des deux premiers termes de ‘cette puiffance. Car 
tous les autres étant multipliés par les puiffances de &, 
ils renferment chacune, ou des puiffances de e , dans 
la derniere équation que lon trouve à la fin de lopéra- 
tion ; & doivent par conféquent être effacés. Il en eft de 
même lorfqu’on fubftituë à la place de la puiflante de x, 


une pareille puiflance de x +e, Mais fi l’on pre de {uite 
| | ; 
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fition précédente , on mettra dans l'équation générale 
A — 2 7 qui exprime le rapport de”4 P (x) à 
P My) à la place de x”. les deux premiers termes de 
la puiffance #de AO(x+e) c’eft à dire, x” me x"; 
& de même à la place dey” les deux premiers termes de 


: Le A e ONE PE nn mere. 
la puiflance » de ONG 2) ceftà dire, y" —"27 : ce 
qui par la multiplication donne cette autre équation 


| neyr x mneeÿ xm—<1 EN À 
KT Y + MOV Re —— — PRO gr qui 


$ 
exprimera le rapport de 40 à ON. Et retranchant 
par ordre des deux membres de cette derniere équa- 
tion, ceux de la premiere ; & divifant enfuite par e7”; 
nxm m n1 0 NP em I 


il vient mx”: 0 5 dans laquelle 


mn e XM = T 





équation effaçant Île terme — 


port aux deux autrès, parce qu'il renferme dans fon ex- 
preflion la ligne infiniment petite ou nulle.P Q(e); on 


trouve en tranfpofant à l'ordinaire PT (s)— Re 





IN X em Ep 
71 = | 
re Co | 
M | 
COROLEAIRE. 


237.1: eft donc évident que pour mener Îa Tangen- 
te MT d’un point donné M fur une parabole ou une Hy- 
perbole de tel degré qu'on voudra ; dont l'équation eft 
pour la Parabole y =%"4"7*, & pour l'Hyperbole 
x" y" —a"+" : il ne faut que prendre la foûtangente 
PT—= AP du même côté du point À par rapport au 
point P, lorfque c’eft une Parabole; & du côté oppoté. 
forfque c’eft une Hyperbole. 


Se 


: Vi 


—— qui eft nul par rap- 


FiG. 11279 


7 124. 


4 
4 
EL 
ù 
; Le 
1 U 
D: 
{| #7 
| 
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158 Livre JCINQUIEME. 
PROPOSITION XIIL 
Theorême. 


239. S OIT comme dans la definition quatrième , une Par 
rabole AMB de tel degré qu'on voudra, dont La nature ef? 
exprimée par l'équation y —xn ann : foit menée d'un de 
[es points quelconques B la droite BC quifaffe avec À C l'an- 
gle donné À CB, & foit achevé le parallelozgramme À C BD: 
Je dis que le parallelogramme circonfcrit AC BD ef à l'efpa- 


ce Parabolique À CB M A compris par les droites AC, CB, 


*Art.180. 


* Art. 23 7. 


“Gpar La portion de Parabole À M B ; comme m+nef an. 
- Jlfaut prouver que ACBD. ACBMA::mæ+#n.n. 
Ayant fuppofé fur la portion de Parabole 4 MB l'arc 
MN infiniment petit, ou fi l'on aime mieux , indéfini- 
ment petit , c'eft à dire , moindre ‘qu'aucune portion 
donnée de la Parabole , fi petite qu'elle puifle être ; & 
mené les droites MP, NO, paralleles à BC; & MK, 
NL, paralleles à 4 C'; lefquelles forment par leurs ren- 
contres le petit parallelogramme MR NS : on tirera la 
tangente MT qui rencontre le diametre 4C au point 
T, par où l’on menera une parallele à CB, qui rencon- 
tre les lignes MK, NL, aux points F, G. Cela fait, 
on regardera * le petit arc AN comme l'un des pe- 
tits côtés du Polygone qui compofe la portion de Para- 
bole 4 MB, & la tangente MT comme le prolonge- 
ment de ce petit côté ; de forte que l'on a deux trian- 
gles rettilignes N RM, MPT , qui font femblables: 
c'eft pourquoi NR ou MS. RM:: MP. PT ou MF. 
Et partant le parallelogramme P MR O eft égal 
au parallelogramme F M S G ; puilque les angles 
PMR,F MS, font égaux , & que les côtés au- 


tour de ces angles font réciproquement proportionnels. 
OO" MF ou PT=—<APou MK. Donc aufi le 
parallelogramme F M S:G ou fon égal P MR 9 — 
= — K MS L. Et comme cela arrive toñjours en quel- 


n 


Planche 23. 
Pag - 159. 
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que endroit de la portion de Parabole 4 MB que tom: 
be le petit arc MN ; il s'enfuit que la fomme de tous 
les pétits parallelogrammes P M RQ, c'eft à dire, * le 


Triligne parabolique ACBMA==ADBMA fom- 
me de tous les ‘petits parallelogrammes © K MSL. On 


aura donc 4ADB MA. ACBMA::m. n. Et par confé- 
quent 4 D B M 4 + ACB MA ou ACBD. ACBMA : : 
m+n.n, Ce quil falloit démontrer. à: :.0 


COROLLAIR'E, 


230. l)c-1 a il eft, évident que le Triligne{paraboli- 
que À P M eft au parallelogramme circonfcrit 4PMK, 


* Art1 84 


comme % eft à #+#: & qu'ainfi le Trapefe paraboli- 





que MPCB———"AB CD——— APMK; puifque 


M 1 
ACBMA=-"= ACBD, & APM=-"— APMK. 
PROPOSITION XIV. 

_ Theorême.. 


240. S O1T comme l’on a expliqué dans la définition cin- 
quiéme, une. Æyperbole B MO de tel degré g@on voudra, 
dont La nature ef? exprimée par l'équation X® y — am +n ; 
foit mené d'un de [es points quelconques B la ligne BC paralle- 
le à l'une des afymptotes AD, @ terminée par l'autreen C; 
@ foit achevé le parallelogramme AC B D. Je dis que ce 
parallelogramme infcrit À CBD cf à l'efpace hyperbolique 
ECBMO renfermé par la droite déterminée BC , par La 
ligne CE prolongée à l'infini du coté de E, d° par la portion 
d Hyperbole BMO, prolongée auf à l'infini du cûté de O 3 
comme M —N0 eff 4 n: * | 
… I faut prouver que ACBD. ECBMO::m—n.n. 
La meme préparation étant faire que dans la propo- 
fition précédente , on prouvera de la même maniere 


que le petit parallelograme PMR 0—-=KMSEL. 


F1G,. F26; 
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que l'efpace hyperbolique renfermé par la droite DB; 


par l'afymprote 4D prolongé à l'infini du côté de D, 
& par l'Hyperbole O AB aufli prolongée à l'infini du 
côté de B , fera au parallelogramme infcrit ACBD, 


comme 7 eft à #—m", c'eft à dire’, que cet efpace fera. 


quarrable ; car prenant les ‘indérerminées (x) fur la- 


fymptote AD , au lieu qu'on les’avoit prifes far l’afÿmp- 


ste ÆC°, l'équation à l'Hyperbole deviendra * x” #° 
md 7, 


PROPOSITION XV. 


Theorême, 


243. S'érr dans l'angle droit C À D ane ligne courbe 


quelconque A MB , dont l'on [cache mener la tangente MT ; 
G* foit dans l'angle D A H qui eft à coté de celui-ci ;-une au. 
treligne courbe HFE, selle qu'ayant mené d'un de: fes points 
quelconques F La ligne F M parallele à A C, qui rencontre en 
K Ja ligne AD, d en M la premiere courbe AMB., € 
ayant tiré la tangente MT , qui rencontre À C 4u point L': 
on ait toñjours comme AK cf à MT ainf; une ligne conf- 
tante a qui demeure toujours le mème en quelque endroit que 
tombe le point F , cfa KE. Je dis que fi par un point quel- 
conque D de la ligne A D l'on mene une ligne droite EB pa- 
rallele à AC & terminée par les deux courbes 3 l'efpace 
ADEFH /éra égal an reftangle de la courbe AMB par 
la conffante à. | 

Il faut prouver que ADEFH=AMBxa. 

Ayant fuppofé par tout où l’on voudra fur a courbe 
AMB Varc MN infiniment petit, & mené- {es droites 
MF, NG, paralleles à 4C'; & qui rencontre la. droi- 
te À D aux points K, L, & la courbe HF E aux points 
F,G:, on tirera les droites FS, MR, paralleles à 4D, 
& on prolongera RM jufqu'à ce qu’elle rencontré 4C 
“en P. Cela pofé, les deux triangles rectangles fembla- 
bles MPT, MRN, donnent MR. MN :: M P ou 
AK. MT::4.KF. Et partant KFx MR, _—. dire, 


* Art,2304 


F1G. 1273 
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de fes portions quelconques 4 M. vi 
. Si l’on veut exprimer au jufte la valeur de 1a portion 
AM , on remarquera que AH  — 4; puifque 4 22 
= AOx$a—=au. Anh ayant nomméla tangente MT 7; 
la ligne ZX ou MP, ; ; on aura KF=— , & le Trape- 
fe parabolique FKH 4 ou *=FKxKO—:HA%x AO *Arta39. 


8 aAat \ : . 
—œ?i4i+ 7, 3744 AMxa. C’eft à dire en di- 





vifant pat z, que la portion cherchée 4 M rer 
— +4. Ce qui donne cette conftrudtion. 

Ayant mené du point donné M fur la feconde | Pa- 
rabole cubique 4 MB, la tangente AT qui rencon- 
tre en © Îa ligne 4K menée par l'origine Æ de l'axe 
AC perpendiculairement à cet axe, on prendra fur cette 
ligne la partie AW=£ 4 ; & ayant tiré CC parallele 
à MT qui rencontre l'axe en C', on décrira du centre: 
V & du rayon Ÿ À un arc de cercle.qui coupé }C' en 
X. Je dis que la portion 4 M de la feconde Parabole 
cubique 4 MB fera égale à la fomme des deux droites 
1:0;,-CX. | | 

Car à caufe des triangles femblables TPM, TAOQ,; 
il eft clair que MO—2:MT(:), puifque AP=<SPT; 
& à caufe des triangles femblables MPT , VAC,i 

. 5 ‘ Bat 
vient MP (y). MT{(r):: AV (-5a). CE Et 

8at 


partant CX=-———# 4. Donc &c. 
27) 


PROPOSITION XVL 


Theorème, 
246. S OIT #ne Hyperbole équilatere E A, qui ait pour Fic. 128. 


centre le point C, € pour la moitié de [on premier a%e la. 

droite CA; avec une parabole N'OS, qui ait pour axe la 

ligne À C prolongée du coté de G qui'en [era L'origine, Gr. 
pour parametre de l'axe une ligne double de C À. Silon mene 


X ij 
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DE LA COMPARAISON DE3 SECTIONS CONIQ. 165$ 


- Car le re&angle 4Cx MN eft égal * au Trapefe hy-- 


perbolique H LE B ; & par conféquent le reétangle 
AC x MN plus le fegment hyperbolique BE fera égal 
au Trapefe reétiligne HLE B : de même le reétangle 
AC%xRS plus le fegment hyperbolique D F fera égai au 
Trapefe rectiligne KO FD. Donc puifque les deux feg- 
mens hyperboliques E B, D F, font * égaux entr'eux, la 
différence des reétangles 4Cx MN, ACxR:S, fera éga- 
le à la différence des T'rapefes rettilignes HLEB , KO FD, 
Ce qu'il falloit démontrer. 


CoroLLAIRE IIL 


249.] rs mêmes chofes étant pofées que dans Îe 
Corollaire précédent ; fi l'on fait 2 4 C. LH :: 
BH+LE.m.il eft clair que le reétangle 4 Cxm—=LH 


xBH+LE, c'eft à dire, égal au Trapefe re&iligne 
HL E B. De même fi l’on fait 24C.KO::KD +F0O.n. 
il eft clair que AC x » eft égal au Trapefe rettiligne 
KOFD. Par conféquent * la différence des reétangles 
AC x MN, ACxRS, fera égale à la différence des 
rectangles À C'xm, ACxn; c'eft à dire , en divifant par 
AC, que la différence des arcs paraboliques MN, RS ; 
fera égale à la différence des droites # , ». D'où l'on 
voit qu'on peut trouver des lignes droites égales à la 
différence d'une infinité d’arcs Paraboliques tels que 
UN, R5: | 
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pendiculaire fur le plan de fa bafe ; & au contraire qu'il 
eft /calene, lorfque fon axe eft oblique fur ce plan. 


8e 
Si loncoupe une furface Conique par un plan FAG 
quine pañle point par le Sommet S, & qui ne foit point 
parallele au plan de la bafe 7 XF ; la ligne courbe 
F AG formée par la rencontre de ce plan avec la Surface 
Conique, eft appellée Seéion Conique. 


9. 

Si l’on mene par le’ Sommet S d’un Cone, un plan 
SD E parallele au plan d’une Seûtion Conique; la droite 
indéfinie D E formée par la rencontre de ce plan avec 
celui de la bafe du Cone, s’appellera Direétrice. 

10 

Une Se&tion Conique F 4 G eft appellée ?rabole , lorf- 
que la Direrice D E touche le cercle qui eft la bafe du 
Cone : Ellipfe, lorfqu'elle tombe toute entiere au dehors: 
& Hyperbole, lorfqu'ellc le travetfe, 

Mais dans ce dernier cas, fi lon prolonge le plan de 
la Seétion , il eft vifible qu'il rencontrera la Surface Cont- 
que oppofée ; la ligne courbe K MH formée par cette 
rencontre , fera nommée Æyperbole oppolée à la premiére 
F AG ; & les deux enfemble ., Hyperboles ou Sceftions 
oppofées. 

ri. 

Si dans le plan d'une Seëtion Conique il y aune ligne 
droite qui ne la rencontre qu'en un feul point, & qui 
étant prolongée indéfinimeut de part & d'autre n'entre 
point dedans , mais rombe toute entiere au dehors ; cette 


F1G. 130, 
131,132- 


FIG. 5372: 


Fre, r30, 
131,132 


ligne fera nommée Tangente , & le point où elle rens 


contre la Section, point d’Æitouchement. 
É CR OLEAERR. L 
250: | 5 ne la Parabole tous Îes côtés du Cone 


étant prolongés indéfiniment rencontreront néceflaire- 
ment fon plan, excepté le feul côté S D'tiré du SominetS 


Fc, 3e 
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je dis qu'il formera par [x rencontre avec [es deux furfaces , 
deux lignes droites Sa, S m , indéfiniment prolongées de pars 
€ d'autre du point S. 

Car foit 4» la commune Seétion du)plan coupant, & 
du plan de la bafe : il eft clair qu'ellé fencontrera cette 
bafe en deux points 4, #, puifque par ia fuppofition ie 
plan S4m» entre au dedans de la furface Conique. Or fi 
l’on mene les côtés Sz, Sm, indéfiniment prolongés de 
part & d'autre du fommet S ; il eft évident par la géné- 
ration des Surfaces Coniques oppofées que ces côtés fe- 
ront les deux communes Sections de ces deux Surfaces, avec 
le plan coupant S 4m, C’eff ce qu'il falloit démontrer. 


COR OL DALRE-E 


25 4 É MME Îa partie de la ligne ## qui joint les 
deux points #4, #, de la circonférence, tombe aù dedans 
de la bafe, & que tout le refte de cette ligne tombe au 
dehors ; il s'enfuit que fi l’on conçoit que le plan Sex 
{oit indéfiniment étendu tout autour du Sommet S , Îa 
partie de ce plan qui fera renfermé dans l'angle 4 S», 
& dans fon oppofé au Sommet, tombera au dedans des 
deux Surfaces Coniques oppofées, & que tout le refte de 
ce plan tombera entre ou (ce qui eft la même chofe) au 
dehors de ces deux Surfaces. 


COROLLAIRES» II: 


255. Jr A ïl fuit que fi l'on joint deux points Fic. 136, 
quelconques 4 , M, d'une Seétion Conique par une 

ligne droite, elle fera renfermée au dedans de fa Sec- 

tion ; & qu'étant prolongée indéfiniment de part & 

d'autre, elle tombera toute entiere au dehors. Car me- 

nant du Sommet S par -les points À, M, les côtés S z, 

Sm, & faifant pafler un plan par ces côtés; il eft clair 

que la ligne 4/7 tombe dans la partie de ce plan qui 

eft renfermée dans l'angle 4S m, & que tout le refte 
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Seétion Conique, ou les deux Hyperboles oppofées, au 
plus qu'en ‘deux points. Fe 


PROPOSE TEE OENETE 
Theorème. Se 
259. G 1 l'on coupe l’une ou l'autre des denx. Surfaces Co- 
niques oppofées ; par un plan ou x y parallele à l4 bafe 
OV XY ;je dis que la Seflion qu'il forme par [2 rencontre 


avec la Surface Conique , eff un cercle qui à pour centre le 
point Oo, où ce plan rencontre l'axe SO ; prolongé de l'autre 


coté du Sommet S, lorfqu il eff néceffaire. ; 


Car fi l'on mene par un point quelconque X de Îa 
bafe au centre O le rayon X O0, &'au Sommet S le côté 
XS quirencontre le plan ovxy au point x: les lignes 
OX,0ox, feront paralleles entrelles s puifqu'elles font 
les communes Seëtions de deux plans paralleles OY XY, 
ovxy, par le même plan SO X prolongé , s'il eft ne- 
ceffaire de l’autre côté du Sommet S. Les triangles OS X, 
oSx, feronc donc femblables ; & par conféquent on au- 
ra toûjours S O. O X:: So. o x. Or les premiers. termes 


de cette preportion étant par tout les mêmes, de qua- 


triéme ox ne: changera: point de grandeur. en quelque 
endroit que tombe le point x. D'où l'on voit qüe la ligne 
courbe v x y eft la circonférence -d'un cercle qui a pour 
centre le point ‘. 


COROLLAIRES 
260. ] L fuit de [à qu'on peut placer. la bafe d'un cone 
en tel endroit qu’on veut, felon qu'il eft plus commode. 
C’eft pourquoi lorfque la Se&ion eft une Parabole ouune 
Hyperbole , on la place ordinairement en forte quelle 
coupe la Seétion ; maïs lorfque c'eft.une Ellipfe on la 
place tantôt de.maniére qu'elle la coupe ,, &t. tantot de 
maniére qu’elle‘tombe au deffous, gén e 
+ 1j 


FiG. 129; 





| 
| 
| 
| 
| 
| 


= Ve re me O GLS O OO = * t à & + 1 À tu + ty 
SÉSSÉS Fitness Sos Lt 
VEN , S ‘ns 1 (OU D +: A O (CRT © :S R F4 
Ve es ASS OS E Aus > w 2 S 6 V co # S "à S & 
HIS ERUESER m,0 0 S 55 D te À LV NX &K % ‘5 
SV Lo © OO T7 À V0 g+ LU O* SUR:S NS DO 
SS Fan m0 MIE 0 0 So hesSseers 
I NS gt R 0 DU NU CG DE. mn S x smNSs 05& 
= Sos 28e Ua 0 S£S É US SR es 
SO RÉ EÈ O LH X.E m O tr & à D 4 Qi 
SRE de CHERS 2 N'ES Un À & NAT HT TEL A SX re "TJ 2 
j1] SR EU cu DE: (ae ] nn = entr: e NS © À 9 ) > 
HS SELS ie To Dim etant Zz + 2 S > © 
#2 SN A Su Den eD re ED AU uns NER RS HS SE 
à Em TS x À à A. D Q.,-v Sen LE O V SES S ES 
© Sn NUS SES UN PT VENTE 20 A 07 RE out RS SR io 
D TN SR à 8 ee ÉD Er RO ONS E De ee ANS UE D © 
PA HN RS 0 RH O ru 2O ER DIR ES Die ed sde SOU À ao à 
d à % eu. - S # 
eu s SAR c 2000 Fa S à È 7 © 
Ts (®) <U &, . 
O « 2) GS S À VV (B, 
EU ON Sr fort, 9 60 Br dE 0 LT CU. 8 m0 H 0 9 
SÉPÉSS Tama goes € S Len > 2 
C0 FA SR SR RO ES mn 6 De EPL: SES DURE CIE À 6 
ha à t 
s SIS RSS ANS NS 40! 9%. AI SSsseSs EUO: 
A En RDS RAS S VAI, 2 sw 200. LS DNSER Le 0 
je] D, S S CO do no = 0. O DS & & S pt 
Sd HE ON S 8 (F) CO U*x 05 = E CG ë 1 éme 
SER+<ms fs 5E,% Hi SR ten 
ee SSP ineeo RARE Ste SSL Vu 68 
. °"n $ 
+ à LIMESsO -.2<0 D'AA 7 EST NN RNUER A0 D De 
=- De SAR N Tan RARNES EE EUR. M SSÈSS à 6 + 
me SSSsS 989 Te 19 4.0 bd ME SS e Se,0 
Sie Nogent Nr eU es 1ISSÈTVE n 4 D. 
HAL D S n © O 19 LU O SL L " (D) 
a D SSLRSSOU ST So dE Ses NTsieSSUEES 
» VV g Li 8 Sa 00 | OS a 0 S à à On DE Vus o 
m ON RS LS NS Ci 000 À 0 -0U 2 NO SS Go À Ra 0 D 
: | s 
Le) 
Lg | S 4 
+ n 
o vs w 
= à Fe 
EST x 


EE se ee fu 0 
En ne de ee GRR ue con = = 
re 
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le côté S D ; d’où il fuit que ce plan forme fur la Sur- 
face Conique * deux côtés S 4, S m3 dont l’un S4-pañle 
par le point 4; & l’autre S x n'eft point parallele au plan 
de la Section, puifqu'il n’y a (hyp.) que le feul côté S D 
qui lui foit parallele. Par conféquent le côté S » étant 
prolongé ( s'il eft neceflaire ) rencontrera le plan de la 
Parabole en un point M , par où pañle la ligne 4 M qui 
eft formée par la rencontre du plan 4S » avec celui de 
la Parabole. Or il eft vifible que ce point ÆZ eft un des 
points de la Parabole F 4G ; puifqu'il fe trouve en même 
temps dans le plan de la Section, & fur la Surface Coni- 
que, Donc &c. 


PROPOSITION VW. 


Problême. 


263. M ENER d'un poins donné À fur une Seélion Co- 
nique, une T'angente A F. | 

Ayant mené par le point 4 & par le Sommet S du 
cone , une ligne droite S À qui rencontre le plan de la 
bafe au point # ; on tirera à cette bafe par le point z, la 
Tangente E 4 f; & la ligne À F formée par la rencontre 
du plan SE 4 fiprolongé, s'il eft néceflaire, au de là du 
Sommet S) avec le plan de la Seëtion, fera la Tangente 
qu'on cherche. 

Car puifque la Tangente E zf tombe toute entiere aw 
dehors de la bafe, excepté le feul point +, il s'enfuit que. 
le plan SEzf prolongé indéfiniment de part & d'autre 
du Sommet S ne rencontre les Surfaces Cgoniques op- 
pofées que dans la ligne Sz aufli prolongée indéfini- 
ment de part & d’autre du Sommet S, & que tout le 
refte de ce plan tombe au dehors de ces Surfaces. Par 
conféquent la ligne 4F formée par fa rencontre de ce 
plan avec celui de la Seétion, ne peut avoir de eom- 
mun avec l’un ou l'autre de ces deux Surfaces que le 
feul point 4 où la ligne S z rencontre le ee læ 

Yiüy 
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Tangente que la Directrice D E : & comme le plan qui 
pafle par le Sommet & par la Direétrice D E eft * paral- * Def 2. 
lele au plan de Ja Parabole , il ne pourra former par fa 
rencontre avec ce plan aucune Tangente. Mais lorfque 
la ligne donnée de polition , neft point parallele au 
côté S D, on pourra toûüjours mener un Tangente 4F 
parallele à cette ligne , & jamais davantage ; car alors le 
point E tombant au dehors du cercle qui eft la bafe du 
cone, on pourra toujours mener Ezf,E D EL à cette 
bafe ; dont l’une E D L fe confondant avec la Direc- 
trice, ne peut fervir à trouver aucune Tangente dans le 
plan de la Section ; & Fautre E 4 f étant différente de la 
Direëtrice , fervira toûüjours à trouver par la rencontre 
du plan SE zf avec le plan de la Parabole, une T'an- 
gente ÀF qui fatisfera. Il en eft de même lorfque la 
ligne S E eft parallele à la Dire@rice, car la Tangente 
E a f deviendra alors parallele à la Direrice ;& comme 
on nen peut mener quune feule qui lui foit parallele, 
puifque la Direétrice touche elle- même la bafe en un 
point D , 1l s'enfuit &c. | 


2°. Dans l'Ellipf on pourra tobjours mener deux Fic. r34 
Tangentes 4F, BG, patalleles à la ligne MN donnée 
de pofition ; & par conféquent entrelles. Car tous les 
points de la Direétrice D E tombant au dehors de la 
bafe, on pourra toüjours mener du point E deux Fan- 
gentes Exf, Ebg, à cette bafe qui ne fe confondront 
point avec la Direétrice, & qui ferviront à former par 
la rencontre des plans SE4xf, SEbg,avec le plan dela 
Settion, deux Tangentes 4F, BG, qui fauisferont. IL 
en eft de même lorfque la ligne SE eft parallele à la 
Directrice ; car au lieu des Tangentes Ezf, Ebg, qui 
partent d'un point E de cette Diretice, il n’y auroit 
qu'à lui mener deux tangentes paralleles ; ce qui eft toû- 
jours poflible. 
3°. Dans les Hyperboles oppofées Îe Problème ef Fic. r35, 
impoflible , lorfque le point E tombe au dedans du cer- 
cle qui eft la bafe du cone ; puifqu'on ne peut menex 
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DE FINITIONS. 


12: 

Dans une Parabole, fi l’on mene par un de fes points Fic. 133. 
quelconques 4 vers le dedans une ligne ÆB: parallele 
au côté $ D qui palle par le point D où la Direrice D E 
touche la bafe : cette ligne 4B fera nommée Dixmetre, 

& le point À en fera l’origine. | 
13. | 

Dans l’Ellipfe ou les Hyperboles oppofées, toute ligne Fic.134, 
droite 4 B, qui joint les points d’attouchement de deux 135- 
tangentes paralleles 4F, B G , eft appellée Diæmetre; & 
les points 4, B , en font les extrémités. 

14. 

Si pat un point quelconque P de tel diametre AB FiG.133, 
qu'on voudra d’une Sedion Conique , l’on tire une ligne T34# 135: 
droite 44 N qui rencontre la Seëtion aux points M, N, & 
qui foit parallele à la tangente 4 F qui pañle par l'origine 
A de ce Diametre dans la Parabole, & par l’une ou 
l'autre de fes extrémités dans les autres Sections: on dira 
que cette ligne MN eft Ordonnée de paït & d'autre au 
Diametre 4B , & que chacune de fes parties PM,ouP N, 
cft Ordonnée à ce Diametre. 

1: | 

Lorfqu'un Diametre fait avec {es Ordonnées des an: 

oles droits, on l'appelle Zxe. 


CoROLLAIRE,. 


268. Ï L fuit de la Définition douziéme: 

1°. Que tous les Diametres d’une Parabole font pa- 
talleles entr'eux, puifqu'ils font tous paralleles au même 
côté du cone S D qui pafñle par le point D où la Directri- 
ce D E touche la bafe. | 

2°. Que par un point donné fur le plan d’une Parabo- 
le, on ne peut mener qu’un feul Diametre, puifqu'on ne 
peut mener par ce point qu'une feule parallele au côté 
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Saf; 
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étant 
quel- 
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e plan 
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tremités Z, B, du diametre À B, les droites #4 4, &B, 
qui fe rencontrent au point S. On décrira enfuite un 
cone qui ait pour fommet le point S, & pour bafe le 
cercle z M6 N. Je dis que le plan 4P M formera dans 
la furface de ce cone la Seëtion 74 N qu'on deman- 
dè. Car menant S D parallele au diametre 4B de la 
Section, & qui rencontre en D le diametre z # de la bafe, 

ar où & par les extremités z#, b, foient tirées les paral- 
leles, DE, af,6g,à P M; il eft clair que le plan SDE 
fera parallele au plan 4P M, & qu'anfi DE “fera la 
Direétrice. Or dans l’'Ellipfe le point D tombe fur le 
diametre #8 prolongé hors le cercle ; puifque le dia- 
metre 4B de la Section, tombe dans l'angle 28 2 fait 
par les côtés du cone Sz, S2 : & au contraire dans 
l'Hyperbole le point D tombe au dedans du cercle; 
puifqu'alors le diametre 4B tombe dans l'angle zSB 
qui eft à côté de l'angle 4 S 2, D'où il fuit felon la Dé- 
finition 10, que la Section MA N eft une Ellipfe dans 
le premier cas, & une Hyperbole dans le fecond. De 
plus la tangente 4F qui pale par l'extremité 4 du dia- 
metre ZB, étant la commune Section du plan touchant 
S af & du plan coupant 4 P 7, qui pañlent par les pa- 
ralleles 4f, P M, fera parallele à P M: &-de même la 
tangente BG étant la commune Seétion du plan tou- 
chant S2g & du. plan coupant 4 P M7, lefquels pañlent 
par les deux paralleles 42, PT, fera aufli parallele à 


* Def. 9. 


P M. D'où l'on voit que la ligne 4B eft * un diametre RS T3 


qui a pour ordonnée P Y. 

Il peut arriver dans l'Ellipfe que les lignes 44, B&6, 
foient paralleles entrelles ; mais alors il n'y aura quà 
prendre pour le centre C du cercle 4 MB N, tel autre 
point qu'on voudra de la ligne x. 


DE FINITION 
16. 


14. 


Si par les deux points D, E, où la Direétrice coupe K.. 139: 


la bafe , lorfque la Seétion eft une ji hs tre 
1] 
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deux Tangentes D H, EK ; & que par le Sommet S & 
ces Tangentes, on faffe pafler deux plans S DH, S EK: 
les deux lignes droites indéfinies CH, C'K, que ces deux 
plans forment par leurs rencontres avec le plan des Hy- 
perboles, font appellées 4/ymptotes. 


CoOoROLLAIRE. 


270.\, par un point d'attouchement D, lon mene 
le côté D S prolongé indéfiniment de part & d'autre 
du Sommet S :ileft vifible que le plan S D H ne peut 
avoir de commun avec les deux furfaces Coniques op- 
pofées que ce côté ; puifque tous les points de la Tan- 
gente DH tombent hors la circonference de la bafe, 
excepté le feul point D. Or le plan SDE qui pañle par 

+ Def. o le Sommet S & par la Diredrice DE, étant * parallele 
au plan des Hyperboles oppofées, les communes Sec- 
tions SD, C'H, de ces deux plans avec le même plan 
S D H feront paralleles entr'elles ; c’eft pourquoi l’A- 
fymptote C H tombera toute entiere au dehors & entre 
les deux furfaces Coniques oppofées, & laiflera par con- 
féquent les Hyperboles oppofces toutes entieres de part & 
d'autre fans les rencontrer. On prouvera la même chofe 
de l'autre Afymptote C'K. Or comme les deux Afympto- 
tes CH, CK, font formées par les plans SDH, SEK, 
qui tombent de part & d'autre de la mème furface Coni- 
que & de fon oppofée ; il s'enfuit que tous les points de 
lHyperbole F 4G font compris dans l'angle HCK, & 
que tous les points de fon oppofée tombent dans l'angle 
qui lui eft oppofé au Sommet. 


PROPOSITION VIE 
Theorême, 


FiG. 139. #7 Le S I par un point quelconque B d'ane Afymptote C K, 
| . L'on mene une parallee BA à l'autre Afymptote CH ; je dis 
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q#'elle rencontrera l'uné des Hyperboles oppofées en un [cal 
point À, @ qu'étant prolongée indéfiniment , elle tombera tou- 
te entiere au dedans. 

Puifque les deux lignes B 4, S D, font paralleles à la 
mème ligne CH, elles le feront entrelles ; & ainfi elles 
fe trouveront dans un même plan, lequel entrera au de- 
dans des deux furfaces Coniques oppolées, puifqu'il pañle 

ar l'un de leurs côtés S D, & qu'il fait un angle avec le 
plan S D H qui la touche dans ce côté. Le plan des pa- 
ralleles BA, SD, formera donc dans les deux furfaces 
Coniques deux côtés , dont l’un eft Le côté S D, & l’autre 
le côté S x, qui coupera néceffairément la ligne B 4 en 
quelque point 4, puifquil eft fitué dans Te plan qui pañle 
par les paralleles SD, 4B, & qu'il coupe SD en S. 


Donc puifque le point 4 fe trouve en même temps dans 


lune des furfaces Coniques & dans le plan des Hyperbo- 


les, il appartiendra à l’une de ces Hyperboles. De plus 
puifque la ligne B À étant prolongée indéfiniment du cô- 
té du point 4, tombe toute entiere dans le plan DS x 
renfermé entre les côtés DS, S x, lorfque le point À 
appartient à l'Hyperbole F-4G, & dans fon oppofé au 
Sommet ÂS4 lorfqu'il appartient à l'Hyperbole oppo- 
fe ; 11 eft vifible qu'elle tombera toute entiere au dedans 
de lune des deux furfaces Coniques, & par conféquent 
aufli au dedans de l'Hyperboïe qui en'eft la Settion. ce 
qu'il falloit démontrer. 


COROLLAIRE 


27 2 [4 on voit quentre une Hyperbole FAG 
& fon Alymptote CH, on ne fçauroit faire pañler au- 
cune ligne parallele à cette Afymptote. Or comme la 
hgne B 4 fepare l’'Hyperbole qu’elle rencontre en deux 
portions indéfinies , dont lune tombe néceffairement 
toute entiere dans l'efpace compris entre lès-patelleles . 
BA, CH ; il s'enfuit que plus CB deviendra petite . 
plus le point 4 avancera dans certe portion, & cekæ 
sbjours de plus en plus jufqu'à ce que CB devienne 
Zu] 
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contrent en un point ©, les parties DO, EQ , feront 
égales entrelles. Ce qui donne D Q.E O :: DH. EK. 
D'où l'on voit que la ligne D E qui joint les points d'at- 
touchemens des deux Tangentes HD, KE, fera paral- 
lele à la ligne HK, & le plan SD E au plan CHK: 
c'eft pourquoi la ligne DE fera* la Diredrice ; & com- 
me elle coupe la bafe en deux points , la Section Coni- 
que FAG* fera une Hyperbole. De plus 1l eft évident 
que cette Hyperbole palfera par le point donné F, puif: 
que ce point eft commun tant à la furface. Conique, 
qu'au plan HCK qui eft celui de l'Hyperbole ; & qu'elle 
aura pour afymptotes les lignes CH, C'K, puifqu'elles 
font * les communes Seétions des plans touchans S DE, 
SEK, & du plan de l'Hyperbole. 

S'il arrivoit que les Tangentes DH, EK , fuflent pa- 
ralleles entr'elles ; on verroit alors tout d'un coup que les 
lignes D E, HK, feroient paralleles entr’elles ; ‘puifque 
ces Tangentes font égales ; & le refte fe démontreroit de 
la même maniére que ci-deffus. 


PROPOSITION TX" 


| Fheorème. 
27 4: S IL y a deux lignes droites MN, AB , zermi- 


nées par une Seltion Conique ou par les Seitions oppofées, 
lefquelles fe rencontrent en un point P; € qui foient paral- 
leles à deux autres lignes, SE, S D, données de polition: je 
dis que le reëlangle MP xPN cf au rectangle APxPB, 
en raifon donnée; c'eff a dire que la raifon de ces deux -rec- 
tangles demeure toujours la mème , en quelque endroit que: 


puiffent tomber les deux lignes MN, À B. 


À yantmené par les paralleles SE, MN,& SD,AB, 


deux plans, als formeront dans le -plan de la bafe , deux 
lignes droites Enm, D'h4, &: dans. la furface. Gonique: 
les côtés S Mm, SNn, S Aa, SB b; & leur commune 
micrfection fera la ligne S Pp, qui rencontre le plan de: 


* Def. 9. 


* Def.10: 


* Def. 53 


FrG. r4r, 


be 


42 
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PROPOSITION X. 
Theorème. 


27 6.K, par un point quelconque À d'une Parabole on 
d'une Hyperbole M A N, l’on tire une ligne droite À B paral- 
lele au côté du cone S D, mené dans la Parabole par le point 
D o2 la Direftrice touche la bafe, @ dans l Hyperbole par 
l'un des deux points où elle la rencontre; € que par un point 
quelconque P de cette ligne, l'on tire une ligne MN paral- 
lele à une ligne SE donnée de pofition, € terminée par la 
Section ou par les Setfions oppofées, avec une autre ligne FG 
parallele à la ligne D à commune Seftion du plan S A B avec 
celui de la bafe, € terminée par les côtés Sa, S D : je dis 
que la railon du reëtangle M P x P N z4 rettangle FPxPG 
cf donnée, c'eft à dire qu'elle demeure totjours la même, en 
quelque endroit de l4 ligne A B que tombe le point P. 
Ayant mené par les paralleles, SE, MN, un plan: 
il formera dans celui de la bafe une ligne droite Enm; 
dans la furface Conique Îes côtés S Mm, SN»; & dans 
le plan SDz la ligne SPp qui rencontre la bafe au 
point p, où les lignes Em, Dz, s'entrecoupent, par 
lequel je mene dans le plan S MN la ligne HK paral- 
lele à AN. Cela pofé, les triangles femblables S P AZ, 
SpH;SPN, SpK; SPF, Spa; SPG,SpD don:- 


neront MP x PN.HpxpK::SP.Sp.:: FPxPG. 
apxpD,ou par la proprieté du cercle #pxpn. Et par- 
tant on aura MP xPN. FPxPG::HpxpK. mpxpn. 
Mais la raifon de HpxpK à mpxpn, eft compolée de 
deux raifons de Hp à pm, & de pK à pn, c'eft à dire, 
à caufe des triangles femblables Hpm, SEm, & Kpn, 
SE», des deuxraifons de SE à Em, &deSEàEn; & 
par conféquent Hp xpK.mpxpn,ou MPxP N. 


Fi. x45. 


FPxPG::SE.mExEn. Donc puifque le point Ere : 


Change point en quelque endroit que l'on prenne ‘le 
point P, & que tous les rectangles Em x En {ont égaux 
| Aa 
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lement à elle-même , jufqu'à ce qu'elle foit révenuë au 
même point d'où elle étoit partie : la furface convexe dé- 
crite par cette ligne SZ dans ce mouvement, eft appel 
lée Surface cylindrique. 

18. 
Cette ligne SZ en chaque différente pofition, en ef 
toûjours appellée le Core. 


19. 
Le cercle Y XY , la Bafe. 
20. 
La droite indéfinie CO menée du centre € de Îa bafe 
parallelement aux côtés , eneft l' Axe. 
| 21. 
Le folide indéfini compris par la bafe XX Y & par [a 
Surface cylindrique, eft appellé Cylindre. 
22. 
Si l’on coupe un Cylindre par un plan qui ne foit point 
arallele à fes côtés, ni au plan de fa bafe ; la ligne 
courbe AMBN formée par la rencontre de ce plan 
avec la Surface cylindrique, eft appellé Seéfion cylindri- 
que. 


PER CO PO' SIT EO-N-XT 
Problème. 


278. S: lon coupe un cylindre par un plan ux y parallele 
au plan de la bafe N X Ÿ 5 la Settion ux y fera an cercle qui 
aura pour centre le point c où ce plan rencontre l'axe, € 
pour rayon une ligne cx égale an rayon C X de la baje. 
Car menant par un point quelconque x de la Sec- 
tion #xy un côté x X de la Surface cylindrique , il fera 
parallele * à l'axe Cc: c’eft pourquoi on pourra faire paf- 
fer un plan par ces deux lignes , qui formera par {fa ren- 
contre avec les deux plans paralleles CWXY,cuxy, 
deux droites C X, «x, paralieles entr'elles ; &. qui fe- 
ront de plus égales, puilqu'elles font renfermées entre 


Aai 


FiG. 147. 
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PROPOSITION XII 


Theorème. 


FiG. 148. 270 Roche Ellipfe 
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plan avec l'axe du cone, & fur la furface Cylindrique * * Art.278. 


un autre cercle © MR dont le centre fera la commune 
Settion de ce même plansavec l’axe du cylindre. Or le 
plan S 24 paîle * par axe du cone, & le plan 4AGHB 
(qui ne fait qu'un feul plan avec celui du triangle S42) 
ar l'axe * du cylindre ; & par conféquert les lignes 
KL, OR, communes Seëtions de ces deux plans, avec le 
plan parallele (à la bafe ) qui pafe par la ligne PO, fe- 
ront les diametres de ces deux cercles ; & cette ligne 
PO M fera perpendiculaire à ces diametres, puifqu'elle eft * 
parallele à D E qui eft * perpendiculaire à 45 & à G H qui 
ne font * qu'une même ligne, à laquelle les diametres K L 
& OR qui ne font aufhi qu'une même ligne, feront paral- 
leles. De plus les. lignes 4B, S D, étant formées par 


les rencontres du même plan. S £z avec deux plans pa- 


ralleles entr'eux; fçavoir, le plan S D E & celui de lEI- 
lipfe , feront aufli paralleles entr'elles. Ceci bien entendu. 
19, Dans le cone, à caufe du cercle KML , on aura 


PM—KPxPL; & à caufe des triangles femblables 
APPRIS Da; & PEL, S Db;sil vient: 4P.: KP :: 


S D. «a D. Et P B. PL :: SD. D 4. D'où ik fuit que 


APxP B.KPxPL ou PM::SD .a«DxDb. 
2°, Dans le cylindre, à caufe du cercle O0OR , on aura 


PO —QPxPR ;'& à caufe des triangles femblables 
APO0,SDF,& PBR,SDF,on formera ces deux 
proportions 4 P. OP: SD; D'E*Er PR -RR:SD: 


D F. D'où il fuit que: AP x PB. OPxPR ou PO:: 
SD . DFouaDxDb. Donc P M— PO, & PM— PO. 


Donc les points #, 0, fe confondent l’un avec l’autre, & 
n’en font qu’un feul. Donc, puifque cela arrive toûjours 
en quelque endroit dela ligne 4B que l’on prenne le point 
P, il s’enfuit que le plan de l'Ellipfe rencontre Îles furfa- 
ces Coniques & Cylindriques dans Îles mêmes points, & 
qu'ainfi toute Ellipfe peutrtoëüjours être regardée comme 
une Section cylindrique. 


À à li} 


* Def. 9. 


* Def. 20. 


: Hyp. 
* Hyp. 
* Hype 
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qui toucheront la bafe aux points z,4, où les côtés 44, 
Bb , la rencontrent. Or il eft démontré dans. les Ele- 
mens de Geometrie, que la ligne 74 qui joint les points 
d'attouchement de deux‘tangentes paralleles 4 f, bg, d'un 
cercle , pañle par fon centre ç. Partant le plan 44 0B 
palera par l'axe Ce du cylindre; & la ligne ZB; qui 
eft la rencontre de ce plan avec celui de FEllipfe , 
affera par le point €‘ où cet axe rencontre le plan de 
l'Ellifpfe. De plus à caufe des paralleles Aa, Bé, Cc>3 
il eft évident que le diametre 4B de l'Ellipfe, eft divi- 
fé en deux également au point C'; puifque le diametre 
ab du cercle l’eft au point « qui en eft le centre. Ce qu'il 
falloit démontrer en premier lieu. 

2°, Si l'on mene par les extremités 4, B, d'une ligne 
quelconque 4 B, qui pafle par le point © où le plan de 
l'Ellipfe rencontre l'axe Ce du cylindre, les lignes 44 à 
Bô, paralleles à. cet axe ; il eft clair felon la définition 17 
de la furface cylindrique, qu'elles en feront des côtés, &c 
que le plan 44+6B paflera par l'axe C'c du cylindre. 
D'où l'on voit que la digne 42 commune Sedtion de ce 
plan & de celui de la bafe , pafle par le centre c de la 
bafe ; & qu'ainfi, puifqu'elle y eft coupée en deux éga- 
lement, la ligne AB la fera auffi au point C. De plus 
les tangentes zf, #g, qui pañlent par les extremités du 
diametre z4 étant paralleles entr'elles ; les plans touchans 
fa A, gbB, feront paralleles entr'eux, & formeront dans 
le plan de l'Ellipfe deux lignes paralleles 4F, BG, qui 
la toucheront aux extremités 4, B , de la ligne ZB, 
qui en fera par conféquent un diametre. Ce ce qu'it 
falloit démontrer en [econd lieu. 


COROLÉAIRE 


281.[},,, il eft évideng que par un point donné 
fur le plan d’une Ellipfe autre que le centre , on ne peut 
Rire pafler qu'un feul diametre, 








F1G, 149. 


192 EIVRE SIXIF ME 
PROPOSITION XI. 
Theorême. 


282."] OUTE ordonnée MPN de part € d'autre à 
an diametre A B , eff coupée en deux également par ce diametre 
en un point P. | 

Et réciproquement ft une ligne quelconque M P N serminée 
parune Ellipfe & qui ne palle point par le centre C, ef? coupée 
en deux également en P , par un diametre À B ; elle [era ordon- 
née de part € d'autre à ce diametre. 

Ayant mené par les points 4, B, M, NN, les côtés 
Aa, Bè, Mm, Nn, paralleles à l'axe Cc du cylindre, 
& qui rencontrent le plan de la bafe aux points 4,4, m,n; 
la ligne Pp commune Section des deux plans 44248; 
MmnN, fera parallele aux côtés du cylindre, puifque 
tous les côtés font paralleles entr'eux. De plus le plan 
À a bB. pañlera par l'axe C'c du cylindre, puifque le dia 
mettre 4 B palle par le point €’ où cet axe rencontre le 
plan de l'Ellipfe ; & il formera par conféquent dans le 
plan de la bafe une ligne 44 qui pañfera par le centre r, 
c'eft à dire, un diametre. Cela pofé. | 

Puifque par la fuppofition la ligne AZP N eft ordon- 
née de part & d’autre au diametre AB , elle fera paral- 
lele aux tangenres 4F, BG, qui pañlent par les extre- 
mités de ce diametre ; & par conféquent les plans rou- 
chans F A4, GB&6, feront paralleles au plan MmnN 
Les lignes que ces trois plans forment dans le-plan de 
la bafe ; fçavoir les deux tangentes zf, bg, & la ligne 
mn, feront donc paralleles entr'elles ; & ainfi la ligne 
mn fera perpendiculaire an diametre #4, qui la divife- 
ra par conféquent en deux parties égales au point p. 
D'où il fuit à caufe des parallèles M», Pp, Nn, que 
la ligne AN fera auf divifée en deux parties égales 
au point P. 

Maintenant pour prouver la converfe , on menera 

| | dans 
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dans le plan de l’Ellipfe deux tangentes 4F, BG, * pa- 
ralleles à A7 N ; & ayant tiré par leurs points dattou- 
chement le diametre 4B , il eft clair felon les définitions 
13 & 14, que cette ligne MN fera ordonnée de part 
-& d'autre à ce diametre, & par conféquent ( felon ce 
qu'on vient de démontrer ) coupée en deux. également 
en P par ce même diametre. Or comme l’on ne peut 
mener par le point P * quun feul diametre , il s'enfuit 
que fi une ligne AZ N terminée par une Elliple, & qui 
ne pañle point par le centre C , eft coupée en deux éga- 
lement en P par un diametre AB , elle lui fera ordonnée 
de part & d'autre, 


PROPOSITION XV. 


Theorême. 


263. S ‘1Ly 4 dans une Ellip{e deux diametres AB, DE; 
dont l'un d'eux DE foit parallele aux T'ançentes À F,BG, 
qui pallent par lesextremités de l'autre A B : je dis récipro- 
quement que le diametre A B fera parallele aux Tangentes 
qui pallent par les extremités du diametre DE, 

Les deux diametres AB, DE, font appellés Conjugués 
l'un à l’autre. ES 
: Ayant mené par les points 4, B, D ,E, les cotés 
Aa, Bb, Dd, Ee, ducylindre, lefquels rencontrent le 
plan de la bafe aux points 4, b, d, e; les plans 4x 6B, 
DdeE, pafferont par l'axe C'c du cylindre, puilque les 
lignes AB , DE, font des diametres de l'Ellipfe ; & 
formeront par conféquent dans le plan de la bafe , deux 
diametres 26, de. Or le plan touchant F4 4 étant pa- 
rallele au plan D d eE, formera dans le plan de Îa bafe 
une Tangente + f parallele au diametre de, lequel dia- 
metre fera par conféquent perpendiculaire fur le dia- 
metre 4. Si donc l'on mene par l’uné des extremités 4 
du diametre Ze une Tangente dh au cercle, elle fera 
parallele au diametre 44 , & le plan #dD pape ay 


* Art.267, 


* Art.28r. 


F1G, 1494 
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Des Trois SECTIONS CONIQ. EN GENERAL.  d9$ 


Ayant mené par les points d’attouchement 4, B, M, 
les cotés Aa, Bé, Mm, du cylindre, & fait pafler par ces 
côtés & par lès Tangentes 4 F, BG, FG, les trois plans 
FA4, GBé,FMm,oùuGMm;il eft clair que les com- 
munes Sections Ff, Gg, des deux premiers plans avec 
le troifiéme , feront paralleles tant entrelles, qu'avec les 
côtés du cylindre; car les deux plans FMm=, F 44 ,paf. 
fant par les côtés Mm, A4, qui font paralleles entr'eux, 
leur commune Settion Ff fera parallele à ces côtés; & 
par Ja même raifon Gg commune Seëtion des deux plans 
GB6,GMm, fera parallele aux côtés Bb, Mm. De 

lus les lignes 4f, bg, que forment les planstouchans pa- 
ralleles FA4, GB 6, dans le plan de la bafe, ën feront 
des Tangentes parallèles ; les parties fm, m g, de la troi- 
fiéme Tangente forméëdans le plan dela bafe par le troi- 
fiéme plan touchant F Mm, ou G Mm, feront égales (par 
la proprieté du cercle ) aux Tangentes 2f, bg; {çavoir, 
fm à fa, & mgà gb. Cela pofé. 

À caufe des. lignes 44, Ff, Mm, Gz; BL; & AF, 
BG ; & af, bg, qui font paralleles entr'elles , on aura 
FM MG ::fmoufa.mgougb::F A.G B.Ce qu'il fal- 


loit démontrer. ; 
COROLLAIRE L 


287. S: lon mene par les points d'attouchement 
À, B, des deux T'angentes paralleles entr'elles 4F,BG, 
un diametre 4 B qui rencontre en T la Tangente FMG, 
& qu'on tire l’ordonnée MP à ce diametre : 1l eft évi- 
dent que 4 P.PB:: FM MG::AF. BG:: AT, 
BT. Et qu'ainft PB — 4 P. PB :: BT — AT ou 
ABB T: | 

É COROLLAIRE IL 


; 268. 1) E-LA on tire la maniere fuivante de mener 
d'un point donné M fur une Ellipfe la Tangente MT, 
va diametre À B étant donné avec la polition de fes orr 
données, 

Bb 
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T des deux Tangentes MF, N L ; ou bien il leur fera 
parallele, fi la ligne AZ N eftun diametre. Or il eft vifi- *AÆrr.283, 
ble en l’un & l’autre cas, que FL fera divifé en deux par- 

ties égales au point À par le diametre 4 B ; puifque MN 

left en P-par ce même diametre. 


CH À PI-T RE LILI, 
De la Parabole &7 de l'Hyperbole en particulier. 
PRO P. OS.ITLIONE:XVIE 


Theorême. 


291: D ANS ane Parabole toute ordonnée MP N depart Fic. sr. 
€ d'autre à un diametre À B:, eff coupée en deux également 
par ce diametre au point P: ce qui eff réciproque. | 
Ayant fait pafler par la hogne AN un plan Elliptique, 
il formera dans le plan touchant S D E parallele au plan 
Parabolique, une Tangente DE parallele à MN. De 
plus < pie S_A F mené par le Sommet $. du cone, & 
par la Tangente 4F qui pañle par l'origine À du dia- 
metre 4B, formera dans le plan Elliprique une Tangen- 
te 2f; & la ligne D'4 qui joint les points d’attouchement 
des deux Tangentes DE, zf, pañlera par le point P; 
puifque le diametre 4 B eft parallele au côté touchant S D. 
Cela pofé, | 
Puifque par la fuppofñirion * les deuxJignes 4F, MN, * Def. r4. 
font paralleles entr'elles ; il s'enfuit que la. Tangente +f. 
qui eft la commune Se&tion de deux plans qui pañlent par ces: 
deux lignes , fera parallele à A7 N ; & par conféquent à: 
DE. D'où lon voit “que la ligne D #, quijoint les points. * Def x3» 
d'atouchement des deux Tangentes paralleles DE, 4f, 
eft un diametre de l’'Ellipfe ; & qu'ainfi k hgne AZ N qus 
cft parallele à ces Tangenres & terminée par l’Ellipfe , {e- 
ra “ divifée en deux également au point P. * Art.182% 
Maintenant pour prouver la converfe ,; on menera. 
Bbi 
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DEs TROIS SECTIONS CONIQ. EN GENERAL. 198 
DH. DP:: Ha. Pa. Mais à caufe des paralleles 4B, 
SD,&SA,TG;il eft clair que DH. DP':: SH. 
ST ::Ha4. Ga. Donc H4. Pa::Ha. Ga. Donc auf 
Pa—Ga; & par conféquent AP —AT, Ce qu'il falloir 


démontrer. 


P:R:0O P O SIT HE O:N  X IX. 


Theorême. 


294. D ANS es Hyperboles oppolées fout diametre AB 
palle par le point d'interfettion C des deux afÿmptotes, y 
ef coupé en deux également : ce qui eff réciproque. of 

On nommera ce point, Centre. 

Soit HS h une ‘des deux communes Sections du plan 
parallele au plan Hyperbolique, & des deux furfaces Co- 
niques oppofées ; & foit l'Afymptote FG formée par la 
rencontre du plan Hyperbolique avec celui qui touche ces 
déux furfaces en cette ligne HS. Soient menées parles 
Tafigentes paralleles 4F, BG, qui pañlent par les extre- 
mités du diametre AB, & qui rencontrent l’Afymptote 
FG aux points F, G, deux plans Elliptiques paralleles ; ils 
formeront dans le plan touchant qui pañle par le côté 
HSh,les Tangentes paralleles FH, Gbhf, & dans le 
plan touchant S 4 F les Tangentes parallelés 4F, af. 

Cela pofé, les lignes paralleles FH, Gb, étant ren- 
fermées entre les deux autres paralleles FG, Hh, fe- 
ront égales .entr’elles:; & les triangles femblables SF, 
Shf, & SFA, Sfa,; donneront'icette proportion ; 
HF.bhf:: SF: sf:2F.4, fa. Et partant HF. FA ::bhf. 
fa :: * hG. GB. Donc puifque HF—#6G, il s'enfuit 
que AF— BG'; & à caufe des triangles femblables 
AC-F; BCG:; que. 4 C= CB: c'eft à dire que VA: 
fymptote F G pañle par le point de nulieu € .du diametre 
AB. On prouvera de même que fFautre Afymptote 
pañlera encore par le point de nulieu € du diametre 
AB ; d'où l’on voit que le diametre 4B pañle par le 


FIG. 152: 


* Art.218G. 
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Des TROIS SECTIONS CoNIQ. EN GENERAL 301: 

les deux lignes 4F, MN, font paralleles, il $enfuit que 
la ligne zf qui eft la commune Sedion de deux plans, 
qui pañlent par ces deux lignes, fera parallele à MN. 
Par la même raifon la Tangente £g commune Section 
du plan Elliptique & du plan touchant S BG, lefquels paf- 
fent par les deux paralleles MN, BG, fera parallele à 
MN. Les deux Tangentes 4f, #g, feront donc paralle- 
les entr'elles : d'où 1l fuit que la ligne z 6 * eft un diametre *Def 13: 
de PEllipfe ; & qu'ainfi la ligne A7 N* eft divifée en deux + 4292. 
parties égales au point P. 

Maintenant pour prouver la converfe, on menera dans 
leplan des Hyperboles* deux Tangentes 4F, BG, paral- * 4267. 
leles à ligne AN terminée par l'Hyperbole ; & ayant ti- 
ré par leurs points d'attouchement le diametre AB, ileft 
clair felon la Définition quatorziéme, que ce diametre au- 
ra pour ordonnée de part & d'autre la ligne MN ; & qu'ain- 
fi il la coupera felon ce qu'on le vient de démontrer , en 
deux parties égales au point P. Or comme il n’y a qu’un 
feul diametre * qui puifle paffer par ce point, il s'enfuit que * 429$. 
fiune ligne MN terminée par une Hyperbole, eft cou- 
_ pée en deux également, en P par un diametre AB, elle 
fera ordonnée de part & d'autre à ce diametre. 


COROLLAIRE, 
207. [D sra il ef évident que. fi l'on mene deux 
ordonnées de part & d'autre HP N, OQR, à un dia- 
metre À B, on aura toûüjours * MP xP N ou P M. *Arr275: 
00x OR ou DO::APxP B. AQxQ B. C'eftà dire &c, 


PROPOSITION XXI 
Theorême. 


208. S 1 par un point quelconque M d'une Hyperbole l'on Fic. 154, 
mene une T'angente ME G qui rencontre deux. autres Tan- 
gentes paralleles AF, BG, aux points F, G: je dis que 
MF. MG::AF.BG. À 
Ç 


entree 








202 Livre S1IXIEME 


Ayant mené deux plans Elliptiques paralleles qui paf. 
.‘ fent par les Tangentes 4F, BG';ils formeront dans le 
plan touchant S MG deux Tangentes HF, hG, paral- 
leles entr’elles ; & le plan Elliptique qui pañfe par BG, 
formera dans le plan touchant S 4F, une Tangente 4f 
qui rencontrera la Tangente h G au point f, où la ligne 
FS rencontre ce plan Elliptique. Cela pofé , les l'angen- 
tes af, BG, feront paralleles entrelles ; puifqu'elles le 
* Art.268. font chacune à la Tangente 4F:& partant * on aura 
BG. Gh::af.fh(à caufe des triangles femblables 8 hf, 
SHF, & Saf, SAF,)::AF. FH. Donc BG. AF:: 
Gb. FH (à caufe des triangles femblables HG, MFH,) 
:: MG MF. Ce qu'il falloit demontrer. 

Il eft vifible qu'on peut tirer de cette Propofition Îes mé: 
mes Corollaires, que dansl'Ellipfe;art. 287.288.289.& 290. 

c'eft pourquoi je ne m'amuferai point à les repeter. 


PER OP OS TL LION EXTE, 


Theorème. 


F1. 155. 299.5 1 ane ligne droite KG terminée par les Æfympt. 
totes d'une Hyperbole, la touche en un point À; je dis que cette 
ligne droite y fera coupée en deux parties égales. 

Soient menés par le Sommet S du cone, & par les deux 
Afymptotes CF, CG, deux plans, lefquels toucheront 

Def. 16. “la furface Conique dans les côtés SM, SN, où le 
plan MS N parallele au plan Hyperbolique la réncon- 
tre. Soit mené un plan Elliptique qui pafle par la droite 
FG:il formera dans les deux plans touchans-deux Tan- 
gentes MF, NG, & dans le plan MSN une ligne 
droite MN parallele à FG:, & qu joint les points d'at- 
touchement de ces deux Tangentes. Cela pofé , 1} ef vi- 

“Ant.290: fible que la ligne FG* eft coupée en deux parties égales 
au point À, puifqu'elle touche dans ce point l'Ellipfe; 
auf bien que l’'Hyperbole. 


Des TRO1ïS SECTIONS CONIQ. EN GENERAL. 203 
COROLLAIRE IL. 


100. (ouur il ne peut y avoir quune feule ligne 
FG qui pañlant par un point donné 4 au dedans d'un 
angle FC G, & étant terminée par fes côtés, foit coupée: 
en deüx également par ce point 4 ;1l s'enfuit que fi une 
ligne droite F G terminée par les Afymptotes d'une Hyper- 
bole, la rencontre en un point À qui divife cette droite 
FG en deux parties égales, elle touchera l'Hyperbole en 
ce point. | 
| COR OL LIATR E- IT. 


LE D E-L A On voit que pour mener d'un point don- 
né À fur une Hyperbole .dont les Afymptotes CF, CG, 
font données , une T'angente F4 G, il n’y a qu'à tirer la 
ligne ÆD parallele à l'une des Afymptotes CG, & ter- 
minée par l'autre, & ayant pris la partie D F égale à CD, 
tirer la ligne F 4G : elle fera la Tangente cherchée. Car 
a caufe des triangles femblables FC G, FD 4, la ligne FG 
fera coupée par le milieu en A3; puifque* CF l'eft en D.  * Hp 


Giro RQ: L'ESA AT RE! LI FE 


302, l’on joint deux points quelconques M, N , Fc. 156. 
d'une Hyperbole MAN par une ligne droite qui ren- 

contre les Afymptotes aux points #1, K ; les deux parties 

MH, NK ,; de cette droite renfermées entre l'Hyper- 

bole &.les Afymptotes , feront égales entr'elles. Car 

ayant mené par le point P milieu de MN, le diametre 

CP ; & par le point À où ce diametre rencontre l'Hyper- 

bole, la ligne FG parallele à MN, & terminée par les 
Afymptotes : il eft clair * que cette ligne FG fera Tan- *Art.296. 
gente en À; & par conféquent* divifée en deux parties * 41290. 
égalés en ce point. D’oùil eft clair, à caufe des trian- 

les femblables CAF, CPH, &CAG, CPK,;, que 
PH=PK ; & par conféquent MH=—NK: , 


EN 


Ccij 











Fic. 157. 


# Art, 302. 


+ Art.294. 


204 | Livre SIXIE ME 


CGOROEENERE EV: 


393: S: d’un point donné À fur une Hyperbole, l'on 
tire deux droites 4F, AG, terminées par fes Afymp- 
totes ; & que d’un autre point quelconque A de la mé- 
me Hyperbole, ou de fon oppofée, on tire deux autres 
droites MH, MK, terminées aufli par fes Afymptotes, 
& paralleles aux deux prenueres 4F, AG:je dis que 
FAxAG—HMx MK. | | 
Car 1°. Lorfque les deux points 4, M, tombent fur a 
mème Hyperbole ; ayant joint ces deux points 4, M, par 
une ligne droité qui rencontre les Afymptotes en P & 0; 
lés triangles femblables P 4F, PMH ,& OMK, 
© AG, donneront ces deux proportions, 4F. MH:: 
AP. MP*':: MO. A 0::MK. AG. ce:qu don 
ne, en multipliant les extrèmes & les moyens, FA% 
AG=HMxMK. ” 
29, Lorfque les points 4, M, tombent fur les deux 
Hyperboles oppofées ; ayant mené par le point donné 
A & par le centre C’, le diametre 4B, & tiré les droi- 
tes, BD, BE, paralleles à 4F, AG, & terminées pat 
les mêmes Afymptotes ; il eft clair que les triangles 
CAF,CBD, & CAG,CBE, feront femblables & 
de plus égaux entr'eux, puifque * C 4 —=C B. C'eft 
pourquoi BD—4F, &BE—46G;& partant DBxBE 
— FA x AG. Or felon le cas précédent KM x ME 
—=DBxBE. Donc aufi FAxAG=—KMx%x MH. 


AVERTISSEMENT. 


Je laifle les autres proprietés des Afymptotes, & des 
Diametres conjugués, parce qu'elles fe tirent de celles- 
ci fur le plan, comme l’on à fait dans lé troifiéme Li- 
vre ; mon deflein n'étant ici que de faire voir de quel 
le utilité peut être la confiderarion da Solide , pour 
démontrer tout à la fois & fans aucun calcul, les pio= 
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LIVRE SEPTIE ME, 


Sa Lieux Gémérrique. 
LÉ SLT I. 


O1ENT deux droites inconnuës & indéterminées 
S AP,PM, qui faflent entrelles un añgle 4 P M don- 
né ou pris à volonté ; & dont l’une 4 P que j'appellera 
toûjours x , ait un commencement fixe au point À, & 
s'étende infiniment le long d’une ligne droite donnée 
de pofition ; & l’autre P M que Je nommerai Y, en change 
continuellement , & foit toûjours parallele à elle - même: 
c'eft à dire, que toutes les droites P M doivent être pa- 
ralleles entr'elles. Soit de plus une équation qui ne ren- 
ferme que ces deux inconnuës x & y mêlées avec des con- 
nuës , & qui exprime la relation-de chaque indérerminée 
AP (x) à fa correfpondante PM (y) La ligne droite 
ou courbe qui pañle par les extremités de toutes les va. 
leurs de y, c'eft à dire, par tous les points. M , et appel- 
lée en général ün Ziea Le , & en B particulier le 
Lien de cette équation. 


Suppofons , par exemple, que Per doive 


exprimer toûjours la relation de AP ( x ) à PM(y) 
ui font entrelles un angle donné ou pris à volonté 
A P M. Ayant pris fur la ligne ÆP la partie 4B— 4, 
& de B mené BE—% parallele à P A & du même 
côté ; ia droite indéfinie ÀE fera nommée en général 
un Zieu Géométrique , & en particulier le Zies de cette 
équation. Car ayant mené dun de fes points quel- 
conques M la droite MP parallele à BE , les trian- 
gles femblables 4ABE, APM, donneront toûjours 
cette proportion , 4 B te. BESoNR EAP" C< PM 
(y)=—. Et partant la droite ÀE eft le lieu de tous 


les points 4Z 
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De même fi-ÿy—#422x% exprime la relation de 
AP à PM, & que l'angle AP M foit droit ; la circon- 
férence d’un cercle qui a pour rayon la droite 4B—% 
prilé: fur la ligne 4 P ; fera appellée en général un Lies 
Géométrique, & en particulier! le Ze” de cette équation. 
Car ayant mené d'un dé fes points quelconques 4Z,5la 
perpendiculaire MP {y}, 'on 'aurà toûjours par.la -pro- 


prieté du cercle , P M (99) = DPxPB(aa—x%xx)en 
prenant B D pour le diametre de, ce. cercle. D'où l'on 
voit que. fa circonférence ef Le lieu. de tous les points M. : 


REMARQUE. 


304 : après avoir fuppofé que les P A7 tendent vers 
ün certain côté dela ligne 4B , comme vers © , on 
fuppofe enfuire qu'elles tendent vers le côté oppofé; 
comme vers G; 1l faut remarquer que leurs valeurs de- 
viennent négatives de pofitives qu'elles étoient , & qu'ainfi 
on a pour lors PM——7y. De même fi après avoir 
fappofé que les points P tombent d'un certain .côté par 
fappôrt au poitit 4, comme du:c0té de B;‘on fuppofe 
enfuite qu'ils tombent'idu côté. oppofé , comme vers 
D ; les Æ4P deviendront négatives: de pofirives qu’elles: 
étoient, & oh‘ auralpar conféquent AP ——\wx. Les po- 
fiives de ces valeurs s'appellent aufli Valeurs orzies ; & 
les négatives, Valeurs fauffes. Or un lieu Géométrique 
doit pafler par les ‘extreimités de routes les valeurs tant 
vraies que faufles de l'inconnuë y, qui répondent aux 
valeurs tant vraies que fauffes de autre inconnuë x.' Si 
donc l’on mene la droite ‘0 4G parallele à PM, un 
Heu Géométrique pourra fe trouver dans les quatre an- 
gles BA0,BAG, GAD, D'AQ, comme dans le 
fecond exemple (fx. 159}, ou feulement dans quelques- 
uns de ces angles conmme dans le premier (fe. 158} 
Car fuppofé dans le fecond exemple ; qu'on fafle d’a- 
bord 4AP— x, & P M7, en prenant le point A7 fur 


le quart © B de la circonférence ; fi. enfuite’ le point A 


F1G. 159, 


Frc.r58, 
159. 
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208 LIVRE SEPT IE’ ME, 
eft pris fur le quart GB, on aura AP = x, RP M——7y; 
s'il eft pris fur D G; onaura AP==—x, &PM——y); 
& enfin sil eft {pris -fur D ©, on aura AP=— x, & 
P My ; & il viendra toûjours dans tous ces cas par la 
proprieté du cercle ,la même équation yy=2 4—x x ; parce 
que les quarrés de. y & de x font les mêmes dans tous 
cesicas , {çavoir yy & x x. De même dans le premier exem- 
ple, fien prenant d'abord le point A£ du côté de E fur AE, 
dans l’angle 0 4B, on fait AP =x, & PM—y;: ce 
point M pris enfuite fur E À prolongée du côté de À 
dans l'angle G 4 D , donnera 4 P=—%, &PM— =); 
& à caufe des triangles fembläbles 4BE , AP M, on 
formera cette proportion 4B (4). BE(4) :: AP(—x),. 
PM(—y)=— "5; & partant y — =. qui eft la même 
‘+ équation: que don trouve en: fuppofant que le point #4 

tombe dans l'angle B 40, | D | 


LL. 


} 17% 
V4 2 


AVE BTE S5SHBOM*E Nos. 1 fnionnair 


Lorfqu'il s'agira dans la fuite de conftruire le lieu d’une 
équation -donnée, on fuppoferartoüjours que..4 P (:x,) & 
PM(y) foient politives, c'eft à dire que tous'les points 
M tombent dans le'même sangle B.4.0., Et on prendra 
pour le lieu de Péquation donnée la;portion., du lieu qui 
fera renfermée dans cet angle... 


D-Exr1-N THON: IL. 


. Les anciens Géométres ont appellé Ziewx plans ; ceux 
qui font des lignes droites, ou des cercles; Solides, ceux 
qui font des Paraboles, des Ellipfes , ou.des Hyperbo- 
les. Mais les Modernes diffribuënt Îles lieux Géométti- 
ques en différens degrés : ils comprennent fous. le pre- 
mier tous ceux où les inconnuës x & y n'ont qu'une di 
menfon dans leurs équations ; fous le fecond, tous ceux 
où elles n'en ontque deux; fous le troïfiéme, tous ceux 
où elles n'en ônt que trois ; & ainfi de fuite, Où l’on 
doit 
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doit obferver que les inconnuës x &y ne fe doivent point 
multiplier l’une l’autre dans le premier degré ; qu'elles ne 
doivent faire au plus enfemble qu'un produit de deux di- 
menfions xy dans le fecond, un de trois + x y ou xyy 
dans le troifiéme , &c. 


DE FIN rT1OoN ITIlL: 


Les termes de l'équation d’un lieu, font regardés com- 
me différens entreux lorfque lune ou l'autre des in« 
connuËs x & y, ou toutes les deux jointes enfemble 
sy trouvent avec différentes dimenfions. Ainfi dans le 
premier degré fi l'on propofe l'équation y——+c—0, 


b iSS 
les termes y, — —, c , feront différens ; & de même 


dans le fecond , fi l’on propofoit yy + ee CE cy fs 
+cx+hx— hh+11= 0, 1es termes yy, EE 


ne, gx+hx, —hh+ll, feroient chacun différens. 
AVERTISSÉME NT. 


Je n’expliquerai ici en détail que les lieux du premier 
& du fecond degré ; ce que j'en dirai donnera beaucoup 
d'ouverture pour conftruire des lieux plus compofés dans 
les cas particuliers qui fe peuvent rencontrer : on en trou 


vera meme quelques exemples dans la fuite. Mon deffein 


eft donc de donner dans ce Livre une méthode générale 
pour conftruire les lieux du premier & du fecond degré, 
leurs équations étant données ; & de faire voir que Île 
premier ne renferme que la ligne droite; & que le fe- 
cond ne renferme de même que la Parabole , l'Ellipfe 


& le Cercle, l'Hyperbole & les Hyperboles oppoñées. 


D d 
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DE MAN DE. 


395 ER demande qu’on puifle réduire fous une frac- 


tion fimple & abregée', toute quantité litierale donnée, 
fi compofée qu’elle puifle être. 
On demande par. exemple, 1°. qu'on puifle prendre 





: b cc+ff . aa 
ù — = — , OÙ ettres 4, € 
une fraction fimple TES NET £ ques le r » Cp 
f,g, marquent des lignes données. 2°. Qu'on puifle trouver 
- = agé—-bce \ . . 
se ns, r 
une feule ligne droite s = =, où les lignes droites 


a, b,c,e, f, g, font données. 3°. Qu'on puille trou- 


AIO SE 


\ccee—eehh 


AY = sdendtl 

ver un quarté Êi—S ur di ii 
c,e,f, h,5,font données ; de forte qu’on ait fon côté 
TE ON enfeignera au commencement 
| bb+ af 

du neuviéme Livre comment cela fe fait. 





, où les lignes %,6, 





PR O'POSITION LT 


| Problême. 


RGO Ro el se tout lieu du premier degré, [on 
équation étant donnée. 

Lorfque les inconnuës x & y n’ont qu'une dimenfion 
dans l'équation propofée,. & que leur produit xy ne sy 
rencontre point ; le lieu de cette équation fera toujours 
une ligne droite, & on la réduira à l’une des quatre for: 
mules fuivantes. 


Bb x b x b x: bx 
19.9 —,20.y A AU Le M Em RG ie Een 
dans lefquelles on fuppofe que l'inconnuë y foit délivrée 


de fraétions, & que la: fraction qui multiplie l'autre in- 
| 2. 
.…. e / . b 
connue x foit réduite * fous. cette expreflion . , & tous 


les termes connus fous cette autre c: 
Les mêmes chofes étant pofées que dans la défini- 
on premiere , on conftruira les lieux des trois dernie- 
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tes formules de la maniere qui füit; car pour le lieu de la 
premiere, on l'a déja conftruit dans cette définition. 
Pour conftruire le lieu de la feconde formule y = FiG. 160, 


a ds on prendra fur la ligne 4? la partie AB — 4 ; 


& ayant menéles droites BE—#, 4 D —c,paralleles à P M 
& du même côté, on tirera la ligne ZE indéfinie du côté 
de E, & la droite indéfinie D M parallele à AE. Je dis 
que cette ligne D M renfermée dans l’angle ? 4 0 fait par la 
ligne À P & par la droite 4 O menée parallelement à ? 4 
& du même côté, fera la ligne de cette équation ou for- 
mule. Car ayant mené d’un de fes points quelconques 
M la ligne M? parallele à 4 0 & qui rencontre ZE en 
F; les triangles femblables 4 BE, 4 P F, donneront 


AB(4). BE(b):: AP(x) PF". Et païtant ? M 
WE=PF(E) +FM(e). 
Le lieu de la troifiéme formule J==— c fe conf. Fic. 161. 

tuit en cette forte. A yant pris À B — 4, & mené les droites 
BE—46, AD —c, parallelesà P M; fçavoir, B E du meme 
côté que 4.0, & AD du côté oppofé ; on tirera par les 
points 4, E,la droite 4 E indéfinie du côté de E, & parle 
point D la ligne D M parallele à 4 E, & qui rencontre 


AP en G. Je dis que la droite indéfinie G M renfermée 
dans l'angle ? 4.0 fera le lieu qu on cherche. Car on au- 


fa toùjours ?M(y)—=2?F (ES) —FM(e). 


Enfin pour avoir le lieu de la quatriéme formule Fic. 162, 
ÿ=c—" . Ayant pris fur 4 ? la partie 4 B—4,& mené 
les droites BE —#, 4 D —c, paralleles à P M; fcavoir BE 


du côté eppofé, & 4 D du même côté que 4 0; ontirera 
par les points 4, E, la ligne 4E indéfinie du côté de E, 
& par le point D la ligne D M parallele à. 7E , & qui 
rencontre en G la ligne 4 P. Je dis que la droite D G 
renfermée dans l'angle P 4 O, fera le lieu cherché. Car 
ayant mené d’un de fes points quelconques 47 la ligne 
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MP parallele à 4 0, & qui rencontre 4 E en F', on aura 
toüjours PM(y)=FMic)—PF (=). 

Si linconnuë x n’eft multipliée par aucune fraion; 
les quatre formules précédentes fe changeront en cel- 
les ci. 

19Y—=X,20 Y=XHC, GAY X —C, 40 Y—=C—X, 
lefquelles fe conftruifent de la même maniere, en obfer- 
vant de prendre Îa droite B E égale à 4 B que l’on prend 
de telle, grandeur qu'on veut. 


REMARQUE. 


307. | L peut arriver que l'équation foit un lieu à 
la ligne droite, quoiqu'elle ne renferme qu'une des in- 
connuës x ou y; ce qui donne encore ces deux nouvelles 
formules ,y—c, & x—c. 

Pour conftruire la premiere formule y—c. Les mêmes 
chofes étant toüjours pofées que dans la définition pre-. 
miere ;on menera par Île point fixe Z, la droite 4 D =c 
parallele à P 7 & du même côté, on tirera enfuite la 
droite indéfinie D M parallele à 4 P : je dis que cette ligne 
D M fera le lieu de l'équation propofée. Car ayant mené 
d'un de fes points quelconques 4 la droite AP parallele: 


à 4D, ileft clair qu'on aura toûüjours PM{(y) = A4D(c}) 


Pour conftruire la feconde formule x=—56. Ayant pris 
ÆP=c,on tirera la droite indéfinie P M qui fafle 
avec A P l'angle 4 PM donné ou pris à volonté : je 
dis qu'elle fera le lieu de tous les points M. Car ayant 
mené d'un de fes points quelconques 47, la droite M0 
parallele à ZP, & qui rencontre au point 0 lindéfinie 
A Q parallele à P M5 il eft clair qu'on aura toûjours 
MQ ou AP (x)—c, de quelque grandeur que l'on 
puifle prendre P M(y). | 


AV ER T T'S'S'E:ME N T! 


.Je crois quil eft à propos pour éclairer l'efprit des 
Lecteurs , de leur donner une idée de la méthode dont 
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je vais me fervir pour la conftruétion des lieux du fe- 
cond degré. Elle confifte à conftruire d’abord une Pa- 
rabole en forte que l'équation qui en exprime la natu- 
re, foit la plus compofée qu'il fe puifle; de faire enfuite 
la même chofe dans l'Elhpfe, & dans l'Hyperbole rap- 
portée à fes diametre$ & confiderée entre les afympto- 
es ; ce qui fournit des équations ou formules générales. 
J'éxamine ce qu'elles ont chacune de particulier , afin 
qu'une équation étant propolée , je puifle connoitre à 
laquelle de ces formules elle doit être rapportée ; & 
comparant enfuite tous fes termes avec ceux de la for- 
mule , jen tire fa conftruétion du lieu de cette équation ; 
en obfervant certaines remarques qui fervent pour toutes 
les formules. Tout ceci s'éclaircira parfaitement dans 
les Lemmes & Propofitions qui fuivent. 


LEMME FONDAMENTAL. 


Pi la conftruction des lieux à la Parabole. 


308. N OIENT comme dans la premiere définition Fic. r6;; 
deux lignes droites inconnuës & indéterminées 4P (x), 166. 
PM (y); & foient dé plus'des lignes droites données 
é,m;n, p,r,s. Cela pofé. 

1°, On prendra fur la ligne 4P, la partie 4AB=—7#; Fire. x65. 
ayant mené les droites BE», AD—r, paralleles à 
P MT & du même côté, on tirera par le point À la 
droite AE que j'appelle e, & par le point D la droite m- 
définie D G' parallele à À E ; fur laquelle D'G ayant pris la 
partie DC=S5s du côté de P M, on décrira * du diame- # 4 1613 
tre C'G qui ait pour parametre CH=?p, & pour or- 
données des droites paralleles à P M; une Parabole C'4F 
qui sétende du même côté que ÆP. Je dis: que fa por- 
tion renfermée dans l'angle P AD, fait par la ligne AP, 
& par une ligne 4 D mené par le point fixe À paralle- 
lement à P A7 & du même côté, eft ke heu de l’équa- 
tion ou formule fuivante. 

D d üz 








* Art, T9. 


F1G. 166. 


* Art.161. 
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trie PRE 2 2Z2nTr DE 
5 ee ie X Ty _ Xe  —=0, 


— _ X+pPS. 

Car ayant mené d’un des points quelconques M de 
cette portion de Parabole, la ligne MP qui fafle avec 4P 
l'angle donné ou pris à volonté 4 P M, & qui rencontre les 
paralleles 4E, D G, aux points F, G; les triangles fembla- 
bles ABE, AP F, donneront ces deux proportions, 4B 


(m). AE(e):: AP (x). AF où DG—". Et 4B(m). 
BE(n):: AP(x). PF—. Et par conféquent G M 


ouPM—PF—-FG—=y———r,&CGouDG—DC 
—— — 5. Or laParabole donne * GM—=CGxCH, 
laquelle équation fe change en la précédente en met: 
ant pour ces lignes leurs valeurs analytiques. Donc 
ÔCC: 

2°, On menera par le point fixe 4, une ligne droite 
indéfinie 4 Q parallele à P AZ & du même côté ; & 
ayant pris fur cette ligne la partie 4B=», on tirera 
BE —n parallele à 4P & du méfie côté que P M, & 
par les points déterminés 4, E, & ligne 4E que Jap- 
pelle e ; & ayant pris fur 4P la partie AD —7r du mé- 
me coté que PM, on tirera la droite indéfinie DG pa- 
rallele à 4 E , fur laquelle on prendra la partie D C'= 5 auf, 
du même côté de PM. On décrira enfuite du diametre 
C'G qui ait pour parametre CH=—p, & pour ordonnées 
des. droites paralleles à 4P , une Parabole C AZ qui s'é- 
tende du même côté qne 40. Je dis que fa portion ren- 
fermée dans l'angle B AP , fera le lieu de cette feconde 
équation ou formule. 


1n 


27 2nr RAT 
LE Éd CE VIS ET NP EN A NEIE 0, 


nm 
, ep 
Dr 80e 4 + p s, 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques M, 
la ligne AO parallele à AP, & qui rencontre les paral: 
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leles ÂE, D G, aux points F, G ; les triangles fem- 
blables ABE, AOF, donneront ces deux propor- 
tions, AB(»“). AE(e):: 40 où P M(y). AFouDG 
=. Et 4B(m) BE(n) :: 4 Q(y). Q F—"7. Et 
par conféquent G M ou QM—QOF—-FG—x—2—7, 
& CGou DGE—D C=T— 5. Et la Parabole donne 
GM—CGxCH , laquelle équation fe change en la 


précédente en mettant pour ces lignes leurs valeurs ana- 
lytiques. Donc &c. 


É OR OT TC AIRE: 


309. [; eft clair 1°. Que dans la premiere de ces 
équations ou formules, le quarré yy fe trouve fans frac- 


tion, & que dans la feconde c’eft le quarré xx. 20. Que 


dans ces deux formules les deux quarrés yy & xx s'y 
trouvent avec les mêmes lignes, en forte que le quarré 


nn 


de la moitié de la fra@tion — qui multiplie le plan 


mm 
y, multiplie lun des quarrés xx ouyy ; d’où il fuit 
que fi le plan xy ne fe rencontroit point dans l’une ou 


, nnxXX n ny ÿ 


l'autre de ces deux formules , le quarré 





mm mm 


ne s y rencontreroit point non plus, puifqu’alors la frac- 
tion donnée e. feroit nulle. 


PROPOSITFTEO NuIE 


Problème. 


310. a ONSTRUIRE le lien d'une équation donnée; 
dans laquelle le plan xy ne fe rencontrant point, il n'y a qu'un 
des deux quarrés xx @ Y y; ou bien le plan x y s'y rencon- 
trant, les deux quarrés xx @ Yy s’y rencontrent auff avec 
Les mèmes fignes , en forte que le quarré de la moié de La: 


COR ZE 
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fraëlion qui multiplie xy foit égal à celle qui multiplie le 
guarré de l'une des inconnuës. On [uppofe toñjours qu'il y ait 
an des quarrés xx ou y Y qui foit délivré de frattions. 

On comparera chaque terme de l'équation donnée ; 
avec celui qui lui répond dans la premiere formule du 
Lemme précédent , fi le quarré yy s'y rencontre fans 
fration ; ou avec celui qui lui répond dans la feconde 
formule , lorfque c’eft le quarré xx. On tirera enfuite 
de la comparaifon de ces termes, des valeurs des quan: 
titése,m,n,p,r,;s, par le moyen defquelles on décrira; 
comme l'on a enfeigné dans le Lemme ( en fe fervant des 
deux Remarques fuivantes ) une Parabole qui fera le 
lieu cherché. ie 


RE MA RQ UE “LE 


t 
31I. 1°. O N prendra pour 4B (m ) telle grandeur 
pofirive que l’on voudra. 2°. Les lignes 4B(m), BE 
(2) étant données, la ligne AE (e) left aufli puiique 
l'angle AB E eft donné. 3°. Lorfque B E r—o, la ligne 
AE tombe fur AB, c'eft à dire,gur 4P dans la conf 
truction de la premiere formule, & fur 4 Q dans celle de 
la feconde : alors on aura 4B (m)— AE (e), puifque les 
points B, E, fe confondront alors enfemble. 4°. Lorfque 
la valeur de l’une des quantités », r,s, eft négative, il 
faut prendre ou mener fa ligne qu'elle exprime du côté 
oppofé à celui de P M; au lieu qu'il la faut mener du 
même côté, comme l'on a fait dans le Lemme, lorf: 


qu'elle eft politive. 


Remarque. II. 


212. Si arfive que la valeur du parametre CH 
(P2)foit négative, il faudra que la Parabole s'étende 
du côté oppofé à celui du Lemme : c’eft à dire, du côté 
Gppofé à celui vers lequel s'étend l’indéterminée AP 
ans la conftruétion de la premiere formule, & l'indé- 

terminée 
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terminée 4 Q dans celle de la feconde. Tout ceci s'é- 
claircira parfaitement pat les Exemples qui fuivent. 


EXEMPLE I. 


RE S OIT Yÿ—14y—6x+cc—0o l'équation don- 

née, dont il faut conftruire le lieu. 

. Comme le quarré y y fe trouve ici fans fra@tion, je choifis 

la premiere formule * du Lemme, de laquelle comparant * 471,308: 
chaque terme avec celui qui lui répond dans la propofée, #.1. 


j'ai 19, - 





== 0, parce quele plan xyne fe rencontrant point 


7n 
dans la propofée, on doit regarder ce plan comme étant 
multiplié par zero ; d’où jetiren—o, & par conféquent * *Æ4rt.311; 
m—=e:ceft pourquoi effaçant dans la formule tous les 


termes où — fe rencontre , ê& mettant au lieu de e fa 


valeur #1, je trouve yy — 27ry — px + rr+ps = 0 
2°, La comparaifon des termes correfpondans — 2 ry & 
— 243 donne r—4. 3°. Celle de —p x & —6 x fournit 
p—0. 4°. Celle des termes où les inconnuës x & y ne 
fe trouvent point , donne enfin rr+ps—cc, d'où en 


mettant pour 7 & p leurs valeurs # & 2, je tire s — 


qui eft une valeur négative lorfque z furpañle c, comme 

on le fuppofe ici. Je n’ai point comparé les premiers 

termes yy & yy entreux ; parce quétant précifément 

les mêmes , cela ne feroit rien connoitre. Or les valeurs 

de #,r,p,5s, étant ainfi déterminées , je conftruis le 

leu en me fervant de la conftruttion * de la formule, & * Art.308. 

obfervant ce qu'il y a dans la premiere * Remarque en 7.17. 

cette forte. Kart3ir. 
Puifque BE(#)—o, lespoints B , E , fe confondent, 

& la Hgne À E tombe * fur AP; c’eft pourquoi je ME: * Hrzrr. 

ne d'abord par le point fixe À la ligne AD (r) —='4 Fic. 167. 

parallele à P M, & du même côté, parce que fa valeur 

ft politive. Je tire enfuite D G parallele à AP, fur la- 


AA — cc 


quelle je prends DC —— 7% du côté oppolé à 


Ee 


CC— Aa 


ee — 
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P M; parce que s—"——, qui eft une valeur négative: 

+ Ant.x61. Je décris enfin * du diametre C G(qui ait pour parame- 
tte la ligne CH(p)—6, & pour ordonnées des droi- 
res paraileles à P M) une Parabole; & je dis que fes deux 
portions OMM, RMS, renfermées dans l'angle P 40 
fait par À P & par la ligne 40 menée parallelement 
à P M & du même côté , fera le lieu de l'équation don: 
née. 

Car menant d'un de leurs points quelconques 47, la 
ligne ZM P qui fafle avec AB l'angle donné ou pris à 
volonté 4P M, & qui rencontre D G au point G; on 
aura GM—y—a,ou G M—4—y, felon que le point 4 
tombera au deflus ou au deflous du diametreC G ; & CG ou 


# Art, 19. DG+CD—=x+ —— ; & partant * par la proprieté 


de ‘la Parabole , G M (y3—24y+24) — CGxCH 
(bx+aa—cc), c'eft à direyy—24y—b6x4cc—=0; 
qui eft l'équation donnée. Donc &c. 





\2 


REMARQUE. 


314 (, l'on prolonge 40 de l'autre côté de À'vers 
X, 1l faut remarquer, 

… 19. Que la portion indéfinie S M de la Parabole, renfer. 
mée dans l'angle S 4 X, fera le lieu de toutes les valeurs 
| fauffes & de l'inconnuëy, quirépondent aux valeurs vraies 
de l’autre inconnuë x dans l’équation donnée. En effet 
fi l'on prend 4P plus grande que ÆS ,& quon mene 
P M parallele à ZX, & du même côté, laquelle rencon- 
*Art.304 tre la portion S Men M ; l’on aura * PM——3, & 
partant la droite G M ou GP+PM—4—7, &on te- 
- trouvera; par la proprieté de la Parabole , comme ci-deflus, 

: l'équation donnée. | 


29, Que laportion R CO de cette Parabole, qui tombe 
dans l'angle 740 oppofé au fommet à l'angle S ZX, 
fera le lieu de toutes les valeurs vraies de l'inçonnuë ? 
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dans l'équation donnée, qui répondent aux valeurs fauf- 
fes de l’autre inconnuë x ; car faifant* 4P— — x, 0on 
retrouvera encore l’équation donnée, 

3°. Que s'il tomboit une portion de cette Parabole 
dans l'angle T4 X oppofé au fommet à l’angle P 40 
elle feroit le lieu des valeurs fauffes de linconnuë y, qui 
répondroient aux valeurs faufles de l’autre inconnuë x. 
De forte que cette Parabole eft le lieu complet de tou- 
tes les valeurs tant vraies que faufles de l'inconnuë y, 
a répondent à toutes les valeurs tant vraies que faufles 
e l'autre inconnuë x dans l'équation donnée yy — 24y 
—bd x +CC—=0. | 


D'où l’on voit que dans cet Exemple il y a deux va- 
leurs vraies P M, PM, de l’inconnuë y, qui répondent 
à la même valeur vraie AP de l’autre inconnuë *, 
lorfque cette ligne ZP eft moindre que Æ4S; qu'il y a 
une valeur vraie P M, & une faufe — PM, lorfque 
AP furpañlé AS ; qu'il n'y a qu'une valeur vraie SW 
de y, l’autre étant nulle ou zero, lorfque 4P— 458; 
quil y a deux valeurs vraies P M, P M, de l’inconnuë 
7, qui répondent à la même valeur faufle — 4P de l'in- 
connuË x, lorfque 4P eft moindre que AT ; que ces 
deux valeurs deviennent égales chacune à la T'angen- 
te TC’, lorfque AP — AT ; & qu'enfin fi l'on prenoit 
AP (—x) plus grande que AT, comme l'appliquée 
PM ne rencontreroit alors la Parabole en aucun point, 
il s'enfuivroit qu'il n’y auroit aucune valeur vraie ou 
fauffe de l’inconnuë y, qui pût répondre à cette valeur 
fauffe — 4 P de l’autre inconnuë x: c’eft à dire que les 
valeurs de l’inconnuë y deviendroient en ce cas imagit- 
naires. 

Tout ceci fe doit entendre de la même maniere dans 
tous les autres exemples qui fuivent, tant dans la Para- 
bole que dans les autres Sedions Coniques ; de forte 
que la Seétion Conique qu'on trouvera, fera non-feule- 
ment le lieu de toutes les valeurs vraies de l'inconnuë 
ÿ par rapport aux valeurs vraies de l'autre inconnuë x ; 


E e iJ 


* Art.304. 
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mais aufli celui de toutes les valeurs tant vraies que fauf., 
fes de l’inconnuë y par rapport aux valeurs tant vraies 
que faufles de l’autre inconnuë x. 


EXREMPEzEE Il}. 


Re leur ddée survie Aa, 

315: o17T l'équation donnée yy + — APS FA 

+2cy—bx+cc—0, dont il faille conftruire le lieu. 
Comme le quarré yy eft ici fans fraétion, je choïifis: 


de même que dans l’Exemple précédent, la premiere 


* Art.308. formule * du Lemme; & j'ai par la comparaifon de fes. 


71. I. 


termes avec ceux qui leur répondent dans la propofée, 


2 b , \ “ Ê F4 
*Art,3it. 19, =—<—; d'où en faifant *m=— 4, je tire » ——b: 


mn 


b b ? LT e L . 
20. —— —; d'où il vient , comme ci-deflus, #——-4. 
mn m 4 4 
2H —6p à ab+2bc 
BUT —C, 40, = —b ; & partant p—=——— , en: 


€ 

mettant pour #, %, r, leurs valeurs &, — 4, — 6. 
S®.7r+ps—cc, ce qui donne s—0, en mettant pour 
rr fa valeur cc. Or ces valeurs de m, n,r,9p,5s, étant 
ainfi déterminées, je conftruis le lieu de cette équation 


* An.308. €n me fervant de la conftruétion * de la premiere formule 


47, I. 


en cette forte. 


F1G. 168. Ayant pris fur la ligne ZP [la partie AB (m)—4; 


je mene les droites BE—b—n», AD —c—=— 7 pa- 
salleles à 2 M, & du côté oppofé, parce que 2=—4 
& r——c qui font des valeurs négatives. Je tire enfuite 
par les points déterminées 4, E, la ligne AE (e) qui eft 
donnée, & par le point D la ligne D G parallele à 4E. 
Cela fait comme D C(s) eft nulte ou zero , le point C 


*Art.x61. tombe fur D ; c’eft pourquoi je décris * du diametre D G 


ab32bc 


{qui ait pout parametre DH (p)— , & pour of- 
données des droites paraleles à P M) une Parabole ; & 
je dis que fa portion O0 M renfermée dans l'angle P AH, 


où l'on fuppofs que doivent tomber tous les points 47, fe- 
sa le lieu de l'équation donnée, 











—— 


2 _— ER 


© mm EE EE té mme M + 
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Car ayant mené d'un de fes points quelconqües M, 
la lgne AP qui fafle avec 4 P l'angle donné où pris 
à volonté 4 P A7, & qui rencontre Îles paralleles ZE, 
DG, aux points F, G ; les triangles femblables ABE, 
APF, donneront ces deux proportions 4 B (4x).4E 


(e):: AP (x) A4F ou DG——;E 48 fa). BE 


æ 


(B):: AP (x). PF", Et par conféquent G M ou 


a 


PMæPF+ FG—y+=+c. Or par la proprieté * 


de la Parabole, G M —GD x D H, c’eft à dire, en 
# bte ch 1ntl-etr aRetrhatl sa bb 
mettant les valeuts ‘analÿtiques , yy 4 xy4—x x 


+20Yÿ—bxhcc=0 Donc &c. 
REMARQUE I. 


316.1 1 ligne AP ne coupoit point la Parabole, 
ais qu’elle la touchât ou qu'ellé fombât toute entiere au 
dehors, 1l s'enfuivroit qu'aucun des points cherchés 77 
ne pourroit tomber dans l'angle P 4H , comme l'on 
avoit fuppofé en faifant Ja confiruétion; -&--qu’ainfi il n°. 
auroit aucune valeur vraie de l’inconnuë y qui répondit 
à une valeur vraie de l’autre inconnuë x, de quelque gran- 
deur qu’elle pût êtres | & 

Cette Remarque eft générale pour tous les Exemples 
pareils à celui-ci , non-feulement dans la Parabole , mais 
aufi dans les-autres Seétions.… : | 


Le 


REMARQUE IL. 

y À eft à propos de remarquer que fi l'on avoit 
pris pour 4 B (#) une autre grandeur que z; telle qu’él- 
le püt être, les valeurs de BE (7) & de 4E(e) chan- 
$ v.. SET UN n Es Se | noire | 
geroient à la yerité : mais les rapports—, —, demeu 
teroient toûjours les mêmes ; parce que dans le trian- 


ge ABE l'angle AB E eft donné, comme aufli la raifon 
Ee il] 


*Art, 19: 


Fic: 168 








. .ferver dans la fuite. 


* Art.308. 
2. 1. 


* Art.308. 


He 2e 


F1G. 169. 
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du côté AB au côté BE , fcavoir dans cet Exemple 


b e . 1 e : Es 
7 — —, Orcomme il n’y a que ces raifons de —, —, qui 
m a m mn 


fe puiflent trouver dans les, valeurs. de p, r, 55 il s'enfuit 
que. ces valeurs demeurent toüjours les mêmes, telle 
grandeur pofirive que l’on puiffe prendre pour la ligne 
A B{#) : de forte qu'on n'a pris m— 4 que pour rendre 
la cônftruétion plus fimple. Ce que l’on doit toûjours ob; 


E:x E Mb LE JITI. | 
210. O N. demande le. lieu de l'équation) donnée 
2 b bb s : | zbc 
MX IN HE YY—20X+0Y— — yo. 
Comme c’eft ici le quarré x x qui eft délivré de frac: 


tions , je choifis la feconde formule * du Lemme ; & 


Jai par la comparaifon des termes correfpondans , 
27 


| 15 2hiiiigs F È DEEE | { 
RE d'où en faifant m—=4,, je tiren—— #4, 


1m 


O LE fe bb e { ; —— nhÈe* . “ 
20, —— —; & partant s puifque m—= 4; ontrouve' com 


m 4 





3 CE 
ro |  OUGIHONI 1 161% ; f15) - (TD 
qui donne, p— —— , En mettant à la place de ,#, 7} 
leurs valeurs 4,—4,c. $°,7r+ps—0 ; parce: que dans 
l'équation: donnée il ne fe trouve point de ‘termes en- 
tierement connus ,.que l'on puifle comparer au ter- 
LÉ e,cCcC” 


me rr+ps de la formule 5 ce quidonnes=— —=— 


b 
en mettant pour 7.& p leurs valeurs c &— “—. Or ces 


valeurs étant ainfi déterminées, je conftruis le lieu requis 
en me fervant de la conftruétion de la feconde formule * 
du Lemme, & obfervant exactement les articles 311 & 
312 de la maniere qui fuit. Se 

Ayant mené par le point fixe À , une ligne indéfi- 
nie À Q parallele à 2 M, je prens für cetre ligne la 
partie À B(m)=—4;& du point Bjetire BE —4——1 
parallele à 4 P , & du côté oppofé à P M, parce que la 
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valeur de 7 eft négative ; & par les points déterminés 
À, E, la ligne ZE (e) qui eft donnée. Ayant pris fur 
AP la partie AD (r)}—= c du côté de P M, je tire la 


droite indéfinie D G parallele à 4 E ; fur laquelle je 


prends la partie DC(s)= du côté de PM. Je dé- 
cris enfuite * du diametre CG (qui aït pour ordonnées 


des droites paralleles à Æ4P, & pour parametre la ligne 
a b 


CH————p)une Parabole qui s'étende * du côté 
oppofé à celui où s'étend 40 ,.parce que p ——"# qui 
eft une valeur négative. Je dis que-la portion OMR de 
cette Parabole, renfermée dans l'angle PAB , fera lé lieu 
qu'on cherche. | 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques A, la 
ligne MO parallele à 4P , & qui rencontre les paralleles 
AE, D Gr; aux points F,G;lestriangles femblables AB E, 
A Q F, donneront ces deux proportions, AB (4). AE 


(e) : : AO ou PM(y). AF ou. DG—". Et 4B (a). 
BE(6)::409 (y). QF—"71. Et par conféquentG M 


(OM+FO—FG)=x+"1—cjou GM(FG— 
FO—O0M)—:— - — #, felon que le point Mtombe 
de part.ou d'autre du diametre C D; & la coupée CG 
ou CD—DG—=——". Or* pa la proprieté.de la 
Parabole , G M —=C GxCH:ceftà dire, en. mettant à 
la place de ces lignes leurs valéurs analytiques x x + 
2: « + yy = 1 CXH0Y— 29 —-0 , qui ef l'équation 
donné. Donc &c. | 


a! R E M A R QU E. 
F9: S- IL ätrivoit qu'en comparant li termes : de 
l'équation donnée avec ceux de là formule , on trou- 
vât que p—0 ; il eft vifible que la conftruétion de la 
Parabole qui en devroit être le lieu, feroit impoflible. 
Mais il faut bien remarquer que l'équation donnée fe 


* Art.161: 


* Art.312i 


* Aït, 39: 


7 
x 
à 
h 


Fit. 
Con ES 





* Art.308. 


* Art.308. 


FA Z, 


* Art. 311, 


KArt.317. 


Tic. 170. 
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peut toûjours alors abaifler en forte que fon lieu devient 
une ligne droite ; ce qui fe voit par les formules * du 
Lemme. Car effaçant , pat exemple , dans Îa premiere 


à p ’ 2 7 11 
les termes où p fe rencontre il vient yy——xy+— xx 


m m 


cu — 0, de laquell 1 
—1ry+ = x+rr=—=0, de laquelle extrayant la ra. 
7 - 


cine quarré , on trouve y ———17—0, OUY—=—+r, 
dont le lieu eft une ligne droite que l’on conftruira fe. 
lon l’article 306. La mème chofe arrivera de la feconde 
formule de l'article 308, | A6 1 


1g - Ex EmMpPLE IV: : 
3 20: S OIT propofé l'équation xx—4+y=—0, de Ia: 
quelle il faut trouver le lieu. | 

Comme c'eft ici le quarré x x qui fe trouve délivré de 
fractions , je choifis la feconde formule * du Lemme ; & 
Jai par la comparaifon des termes qui fe répondent, 


40. æ==0 , parce que xy ne fe trouve point dans la 
propofée ; d'où je tire —0, & par conféquent * m—e. 


7 #1 





20, == 0, parce que le quarré yy ne s'y trouve pas non 


m M 
plus ; d’où Je tire encore — 0. 3°.r—0, parce que l’incon: 
nuë x ne fe trouve point au premier degré dans la pro- 


polée : c’eft pourquoi effaçant dans la formule tous les 


termes où — & r fe rencontrent , & mettant pour e fa 
valeur » sil vient x x—py+ps—o, dont il refte à 
comparer les termes avec ceux qui leur répondent dans 
la propofée, 4°. La comparaifon des termes —} y & 
— ay donnent p—#. $°. Puifque dans la propofée il ne 
fe trouve aucun terme entierement connu que l'on puifle 
comparer au terme ps ; il s'enfuit que ps—0, & qu'ainfi 
s — 0. Or ceslaleursdez , r,p, s, ainfi déterminées me 
fervent à Mure le lieu qu'on demande, ayant égard 
à la conftruëtion de la feconde. formule de l'article 308, 
& à l'article 311 en.cette forte, 





menée parallelement à P M & du meme côté ; comme 


Puifque BE (n)=o, la ligne AE tombe * fur 49 
auf | 
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auf DG, parce que AD(r)—0. Or puifque C D (5) 
—0, le point € tombe fur le point D lequel tombe en 
A comme l'on vient de voir. Je décris donc * une Pa- 
rabole du diametre 40, qui ait pour parametre 4H 
(p)—0, & pour ordonnées des droites MO paralleles 
à AP: je dis que fa portion imdéfinie 4 M renfermée dans 
l'angle P 4 0, eft le lieu cherché. | 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques 47 Îes 


droites MP, MO, paralleles à 4 Q & AP, on aura par 


la proprieté * de la Parabole OM(xx) —1LO%XAM 
(y), & partant x x—4y—0o, qui étoit l'équation PrOpOs 
fée, Ce qu'il falloit démontrer. 


À 
DEMONSTRATION DU PROBLEME. 


321.0 l'on met dans la formule générale * à la place 
dem,n,r,s,p, les valeurs que l’on aura trouvée par la com- 
paraifon de ces termes avec ceux de l’équation propofée, 
telle qu'elle puifle être, Pourvû qu’elle ait les conditions 
marquées dans le Problème; il eft clair que cette formule 
générale fe changera en la propofée : & partant que fi l’on 
prend aufli ces valeurs dans la conftruétion * du Lemme, 
le lieu de la formule générale fe changera en celui de l’é- 
quation propofée. Or c'eft ce qu'on a enfeigné dans le Pro- 
blême accompagné de fes deux Remarques, comme les 
Exemples précédens le font aflez voir. Donc &c. 


LEMME FONDAMENTAE. 


Pour 4 conffruétion des lieux à l'Ellipfe 0 
ax Cercle, 


322: Séreus encore comme dans la définition pte- 
miere deux lignes droites inconnuës & indéterminées 4 P 
(x), PM( y) & foient de plus des lignes droites données 
Mn; Prrr5t Cela pot, | 

F£ 


* Artx 9 


* Art.308à 


* Art,308. 


Fic, 171, 
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On prendra fur la ligne AP, la partie AB— m; & 
ayant mené les droites BE—1n7, AD=—7r, paralleles à 
P M,.& du même côté, on tirera par le point À la droite 
AE qui eft donnée, & que appelle e; & par le point D, 
la droite indéfinie D G parallele à 4 E fur laquelle on 
prendra la partie D C=—=: du côré.de P M; & de part & 
d'autre du point C, les parties C K, CL, égales chacune 

*Art.161, à. On décrira enfuite une Ellip{e * du diametre LK(2:), 
qui ait pour parametre K Hp, &, pour ordonnées dés 
droites paralleles à P AZ. -Je dis que.fa portion O MR ren- 
fermée dans l’angle 2 AD fait pat la ligne 4 P & par une 
ligne 4 D menée par le point fixe 4 parallélement à PM 
& du même côté, fera le lieu de l'équation ou formule gé: 
nérale que voici. 


217 . PRESS | CLERR Fr — k 
SP TE x 279% m Eu rage 


fl | A1 A 2eps Pt s LEP: 
! 4 LU | T . Lane cmd F $ : ee ——— ee — . LS à 
Li â 2mmE 26 z t. 
[! | 10 SU _PSS 
Al + ZE 


pa — 


Car ayant mené d’un des points quelconques 47, de cette 
portion d'Ellip£e , la ligne AZP qui faffe avec :4 P l'angle 
donné ou pris à volonté 4 P 7, & qui rencontre les paral, 


leles AE, D G, aux pointS F, Gr les triangles femblables 
ABE, APF, donneront 4F ou DG—<= , & PF=". On 


m 3 


me rmmmemmrre = — ————- nue : 
né. =. 2 ES SACRÉ MECS SES A LE PE 4 SP OE PE UEE LE Ee. En = _ = = = > = LES SEEE=- = 


PR RE Pb M doi LE PERS me RE CRE SESS 


CRIER = 
DEF PSESSRS.——— 


: 
: 
4 
| 
114 
«! 
14 
À 
. 
Lt 


PR ET 


SE Le qe RE le ONE PE PARU. _ - e mnt. Ds 2 
TP md me 


aura donc GM=y—=—7r, &CG—— 5. Or par 
* Art. sy la proprieté de l'Ellipfe*KL{(2+). KH(p)::LGxGK ou 


ee 
(2; 4e 2esx eexx 2 


CK—CG (sis a), GM Cyr —< #9 


PtE—pss Zzepsx cepxx 
z t 2mt zmimt 


—. + SE 
+ pme oners tante TE Te 











1n 2Z2nT 
—— 21Ÿ XXE HR IT 
mm m i 
Donc &c. | | 
S'il arrive que le diametre KL (2 +) & fon parametre 





 KH (p) foiernit égaux entr'eux, on aura toùjours GM = 
LGxGK;d'où1uil-.eft évident felon les Elemens de Géo- 
métrie, que fi l'angle CGM eft droit, l'Ellipfe fe changera 
alors en un cercle qui aura pour diametre la ligne K L. 
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COROLLAIRE. 


323: [. Left clair que les deux quarrés yy Brawl 
trouvent toûjours avec les. mêmes fignes dans cette for- 
pue: & que lorfque le plan se Sÿ rencontre, le quar- 


ré — — — dé la moitié de la fraîtion qui HR ce plan, 





FE être moindre que Îa faëtion ? — = = 


qui multi= 
zmmt 


plie le quarré XX. 


PROPOSITION IIL 
Problême.. 


324 C ONSTRUIRE./e lieu d'une équation donnée ; 
dans laquelle les deux quarrés yy @° xx [e rencontrent avec 
les mêmes fignes fans le plan XY, on avec ce plan, en.forte 
que le quarré de la moitié de lu fratlion qui le multiplie 3 
foit moindre que la fraflion qui muliiplie le quarré xx. On 
fuppofe toijours ici que le piee y y foit délivré de frac- 
tions. 

On comparera les termes de l'équation donnée, avec 
“ceux qui leur répondent dans la formule générale * du * Art.322. 
Lemme précédent; & on tiréra de la-compataifon de ces 
termes, des valeurs des quantités myn;p;r, St, parle 
moyen defquelles valëurs on FR comme fan a enfei- 
gné dans ce Lemme ( en obfervant exactement. l'art. 311. ) 
une Ellipfe qui fera le lieu cherché. dérres 


LA 
x 
CR 
8 
7 
3 
z: 
à 
f 


Exempre-L 


325: S OIT propofé de trouver le lieu de cette. équa 
TON JY+XY HE XX TA bx+cc—o, dans la- 
quelle le’ quatré de + moitié de la fraétion + où 1 qui 
multiphe xy, ef moindre que ‘la fraction + qui multi- 
plie x x. 


La comparaifon de chaque terme de la formule générale 
F Fi 


TS Se ee 
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* Art. 322. du Lemme “avec celui qui lui répond dans cette équation; | 
donne 19, =—=—1 ; car n’y ayant ici aucune fraction 
htterale qui multiplie le plan xy, on Îe doit confiderer 
comme étant multiplié par l'umité numerique 1 : &t par- 


n 12 ee? 


2 . RS > 4 seen! LEO RE o° —_…——- ——— 
tant fi l'on fait #—4, l'on aura #=—— 7%. 20, 


== +; d’où lon tire Po Pre te — Lis en mettant pour 
2 £ ea Zee 


; 3 k ,' RS a xt 
M, #, leurs valeurs z, —247:& par conféquent p=—= 


Zur z s \ 
3°. 74,49, <= — Eh; d'où en mettant pour#2,7,r, 


. , leurs valeurs z,—27,4, — ,ilvient s— 


$?e pr RE 


Z ft 2 E 


#*, en mettant pour£, r, les. valeurs 


#& 


à 








ztrr " 2ftcc 


? 





cc" 68 partant 22—55+ 





ESS + 4ee— 

—— , 4, qu'on feur vient de trouver. Or les valeurs de 
m,n;T,5;t, p, étant ainfi déterminées, je décris l'Ellip£e 

*Art.322. cherchée en me fervant de la conftruëtion du Lemme * 
& de l’article 3 1 en cette forte. 

FiG. x72. Je prens fur la ligne 4 P la partie 4 B (m)—4;& ayant 
mené paralielement à PAZ & du même côté la hgne 4 D 
(r) — 4, & du côté oppofé la droite BE—<+4——1,parce 
que #—— +4 quieft une valeur négative, je tire par le point 
A la droite ÂE (e) qui eft donnée; & par le point D,, la 
droite D:G: parallele à À E fur lagtelle je, prends la partie 


DC— EEE; du côté oppofé à P M; & de part 
& d'autre du point €’, les parties C K, C L égales chacune 


Tam DT RS D Zion ES Bee RE ns — 5 CR Lis Ne he =. 1. an LE = un « mi mie == 
CE nee HA PRIE ID Me de À 55 A Lu à LE PTE ET VE ne "M6 Enr NN 2 £ ner Si 2 —— _ < _ 





ACCee 
dü diametre EK, qui ait pour ordonnées des droites paral- 
leles à PM, & pour parametre la ligne KH (p)— — | 
Je: dis que fa portion O.AZR renfermée dans l'angle PAD.. 


eft le lieu de l'équation donnée. 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques HW. 


* Ait,z61. à / SV 4ee— Je décris enfuite * une Ellipfe 
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{a ligne AZ P qui fafle avec AP l'angle donné ou pris 
à volonté AP M, & qui rencontre les paralleles 4E, 
DG', aux points F, G ; les triangles femblables 4BE, 
AP F donneront 4B (4), AE (e):: APx). AF ou 


DG—<. Et ZB(a) BE (<a):: AP (x). PF—: x. 


On Sbra donc GM=y+ix—a;&CGouDG+ DC 
= —s, puifque DC —— 5. Or par la proprieté * de 


l'EllipfeKL(2:)KH =) ::LGXGK ou CK—CG 


Zee 





[ 265% eexx = 
(at—ss es ), GMi(yy+xy—2a3+ xx 
—ax+aa). D'où en mettant à la place de :2—55 & 


Acce 2 46e——1h 02 
QE — = —, multipliant 








de s , leurs valeurs 4ee — 


enfuite les extrêmes & les moyens, & divifant de part &. 
d'autre pat 24, l'on retrouve l'équation même propofée. 


Donc &c. | 

REMARQ U £: 
326. S':x arrive que 55-+4e foit égale ou moindre 
que + , il eft évident que la valeur de z deviendra nulle 
ou imaginaire; & qu'ainfi il fera pour lors impoffible de 


conftruire l'Éllipfe qui devroir être le lieu de l'équation: 
donnée. ÆEt comme cette ue renfermeroit néceflai- 


rement des contradiétions , il s'enfuit qu'il ne pourroit y 


avoir aucune ligne qui en pût être le lieu; c’eft à dire que 


toutes les valeurs de l’inconnuë y qui devroïent répondre 
atoutes les valeurs tant vraies que faufles de l'autre incon- 
nuë x , feroient toutes imaginaires. 

Ceci fe voit clairement dans la formule générale * du 
Lemme qui, en tranfpofant quelques termes, devient 


29 nn ; 27 S4 arr 
122 TRS Pre PA Primes 6 re Em Alone 4 LEA 


+, dans laquelle équation le premier membre 


2mt zMmm 
cft le quarré dey—— x— 7; & le fecond, le’ quarré des 
| É£i 


* Art. sy 
© Are 


CAR 322% 





X Art.322. : 


Fic. 173. 


* Art, 161, 


tion, 
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: ? ex ES 104 , PA: 
moins le quarré de s — =, multiplé par la fraétion =. Or 


il eft vilible que fi la valeur du quarré # + eft nulle ou né. 
gative, la valeur de ce fecond membre fera négative ; & 
qu'ainfi l’on aura dans ces deux cas un quarré, fçavoir le 
premier membre, égal à une valeur négative ; ce qui eft 
une contradiétion manifefte. | 


EX EM PA EE TT 


227.) demande le lieu de l'équation yy + © + y 


XX+cCy+f x —ag—=0, dans laquelle-on fuppofe fuivant 


» bb : k ° 1 - | 
l'art. 323. que —— eft moindre que la fraétion +ou 1 qui mul: 


tiplie le quarré x x; c'eft à dire que # eft moindre que 2 4, 

La comparaifon des termes de la formule * générale avec 

ceux qui leur répondent dans l'équation propofée, donne 
Zn ] 


b 2" TS : 1 
19. ————; d'où en faifanr m—4, on tire 7—=— >: 


mn 


20,27 4 “1 — 1; d'où.en méttant pour #, 2, leurs 


m 7m z2mmt 





" à . p__4aaa——bb 
valeurs 4, —+6, lon, tire ==——— :, & partant 
bce—2a fe 


4aat—bbt : 
4aa—bb 


PE EPS . 317 ZX C. 4e S —= 





se t=Vss H ÉREE, Ce qui fournit cette conftruc- 


Ayant pris fur la ligne droite indéfinie Z P la, partie 
AB (m)—4, & mené parallelement à P A7.& du côté 
oppofé les droites BE :6=—n1, AD= :c——r, 
on tirera par le point 4 la droite E (e) qui eft don- 
née, & par le point D la droite D G parallele à 4E, 


bce—1nfe / 
RP PRET du 


fur laquelle on prendra la partie DC (5) — 
côté de P M, fi bc furpañle 2 z f,.comme on le fuppofe ici: 


& du côté oppolé, sileft moindre ; enfuite on prendra de 
part & d'autre du point C’, les parties C K &.CL égales cha- 


\ ee 4ngee 
cunc à4=V 554, Cela fait, on décrira * une 


4 à 4 — 
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Ellipfe du diametre LK (24) qui ait pour ordonnées des 


droites paralleles à P A7, & pour parametre une ligne KH 
(pe Je dis que fa portion OR fera le lieu 
de l'équation propofée. À 
.. Car ayant mené d'un de fes points quelconques 77, la 
droite A7 P qui faffe avec 4 P l'angle donné ou pris à vo- 


lonté 4 P M, & qui rencontre les paralleles 4 E, LK £ 


aux points F, G'; on aura PF—°* & AF ou DG—=-; 


24°? 


ce qui donnera MG ou MP+PF+FG—y+ Fees LA 


CG—=—5: ous ——. Or par la propriété * de l'Ellipfe 
DK (2) RH). SL, G-x GKir rs2ss 
2Zz ce 4 

Rex ———2 b bbxx be % ès 
=), GM Coy+xy+cy+ PLUS xbice), 
Ce qui(en mettant pour 25—55 & pour s leurs valeurs 
tcee4agee bce—1afe 4e : À 
aan À eg» Multipliant enfuite les extrêmes 
& les moyens, & divifant par 2 #) donne l'équation même 
propofée. 





* Art. 5$ 
€ AI. 


- Il eft à propos de remarquer que fi l'angle AEB 


étoit droit, l’angle. C GM le feroit aufli; & le diametre 
L'K (2#) feroit égal au parametre KH e— > 


puifque ee—4a— 7} 66 à caufe du triangle rettanglé 

AÆEB. D'où l'on voit que l'Ellipfe deviendroit alors 

un cercle qui auroit pour rayon la droite CK ou CE 
DR ie dun Ne bc—2uf 


G)=Vs5+icc+ag, & que DC(s)= 5 3 | 


qui rend la conftruétion beaucoup plus fimple. 
E,x,E.M PL E {LEE 


328. S O1T propofé de trouver le lieu de l'équation y y 


XX —41KX—=0. 


: Je compare les termes de la formule * générale, AVEC * 41,322. 


ceux qui leur répondent dans l'équation donnée ; & j'ai 
Zn 


18, —0, parce que le terme xy manquant, on le doit 
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confiderer comme étant multiplié par zero ; d'où je 


s nn ee 
tire 72—0 : À partant m=— €, 29 — "1 — 1; ceft 
m in z2mmt 


à dire, J = 1 en mettant pour # & " leurs valeurs 


o & ee: & partant p—1#. 3°.7—0; parce que l'incon: 
nuë y ne fe trouvant point au premier degré dans l'équa- 
tion donnée, on la doit aufli confiderer comme étant mul. 
tipliée par zero : c'eft pourquoi effaçant dans la formule 


générale * tous les termes où — & r fe rencontrent, & 
mettant pour e & Æ leurs valeurs # & 1, elle fe changera 
en celle-ci yy-xx—25x—1#4+5s5—=0, dont il refte 
à comparer les termes avec ceux de la propofée. 4°. 25 
4; & partant s—+% 5° 55— tt —0o; puifquilnya 
point de termes entierement connus dans l'équation don- 
née : & partant 2#—55— = 4 a; & en extrayant de 
part & d'autre la racine quarrée, 4 = 4. Or ces va- 
Le étant ainfi déterminées, je conftruis le lieu en cette 
orte. 

Puifque BE (n) —0, il s'enfuit que ZE tombe fur 
A P, laquelle tombe aufi fur DG, puifqu'on a encore 
A D(r)—0; de forte que le point D tombe en 4. C'eft 
pourquoi prenant fur 4 P, la partie 4C (s)—+ 4 du 
côté de P M; & de part & d'autre du point ©, les parties 
CK, CL; égales chacune à 2 — +4 (le point Lrombe ici 
fur le point 4); on décrira * du diametre Z K qui ait pour 
ordonnées des droites paralleles à P A7, & pour parametre 
la ligne KH (p)=21=4a;une Ellipfe qui fera le lieu 
cherché. 

Car ayant mené d'un de fes points quelconques A Ia 
droite M P qui fafle avec 4 P l’angle donné ou pris à 
volonté 4 PM, on aura * AK (4). KH(4)::4PxPK 
(ax— xx). ? M(yy). Ce qui donneyy+xx—ux—0 

Il eft évident que fi l'angle 4P M eft droit, l’Ellipfe 
devient alors un cercle qui a pour diametre la ligne 
A rer A, | 
REMARQ. 
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REMARQUE. 


320], peut arriver deux différens cas, où le lieu de 
l'équation donnée eft un cercle. 

Premier cas. Lorfque les quarrés yy & xx fe trou- 
vent tous deux avec les mêmes fignes & fans fraction 
dans une équation, où le plan x y fe trouve ‘auffi; & que 
de plus l'angle 4 E B eft droit (ce qui arrive lorf- 
qu'ayant mené À F perpendiculaire fur P M la raifon 
de PFàAP, qui eft la même que celle de BE à AB 
eft exprimée par la moitié de la fraétion qui multiplie 
le plan xy ) le lieu de cette équation fera toûjours un 
cercle comme l'on a déja vû dans Particle 324, & la 
raifon en eft évidente par la formule générale. Car Fon 
aura pour la comparaïfon des termes correfpondans où 


f / | ’ 1 nn + €eep == : 
€ trouve le quarré xx, cette égalité = + = 1; 


? ‘ NM — 11.11 


d'où l’on tire = — — 1, puifqué à caufe du trian- 





gle reétangle 4 E B le quarré mm—nn+ee. Or lan- 
gle AE B étant droit, l'angle CGM que fait le dia- 
metre L K avec fes ordonnées fera aufli droit; & par 
conféquent puifque le diametre L K eft égal à fon pa- 
metre K H , il s'enfuit que l'Ellipfe devient alors un 
cercle. 

Second cas:  Lorfque les quarrés y y. & x x fe trou-. 
vent tous deux avec les mêmes fignes & fans fraétion dans 
une équation , où le plan ‘xy ne fe rencontre pas, & 
que de plus l'angle 4 RP M eft droit : fon heu fera roû-. 
jours un cercle, comme l’on vient de voir dans f'arti- 
cle 328; & cela fe prouve par le moyen de la formule 
générale. Car puifque le plan. x y ne fe trouve point 
dans l’équation donnée, la fra@tion “= de la formule 
fera nulle ou zero; & partant BE (n) = 0, &m—=e. 
D'où l’on voit , ‘1°. Que le diametre L K eft paral- 
lle à Ja ligne AP, & qu'ainfi l'angle CGM quil, 
fait avec fes ordonnées étant égal à l'angle ee fera 
. $ 








FrG. 175, 
170: 
 # Art. 161, 


34 à a al RE D EPAT I EME. 


droit. 2°, Que la fration “= + = 


m zmmt 





qui multiplie le 
quatré x x dans la formule devient L , & qu'ainfi on 
aura À — r : c’eft-à-dire que le diametre L K fera égal à 
fon parametre K H. L'Ellipfe qui eft le lieu de l'équation 


donnée fera donc alors un cercle. Or comme alors la for- 
mule générale fe change en celle-ci | 
YYHXAX—2IY—ISXHI— 0); 

— tt 

+Ss 
on pourra, fi l’on veut abreger le calcul, en fe fervant 
d’abord de cette formule, pour trouver par la comparaifon 
de fes termes avec ceux de la propofée, les valeurs de 7, 
5, #, qui fervent à décrire lé cercle qui en eft le lieu. 


LEMME FONDAMENTAE. 


Pour la conftrutfion des lieux a l'Hyperbole par rapport 
a [es diametres. 


3 30°: L Es mêmes chofes étant pofées que dans le Lem- 
me précédent pour FEllipfe, on décrira * du diametre 
LK (2#) qui ait pour parametre K H (p ), & pour or- 
données des droites paralleles à P M, une Hyperbole ou 
deux Hyperboles oppolées. Je dis que fa portion O7, où 
leurs portions renfermées dans l'angle P 4 D fait par la 
ligne 4 P & par une ligne 4 D menée par le point fixe 
A parallelement à 2 M & du même côté, fera le lieu de 
cette équation ou formule. 


27 nn Can 
Fos im X LIVE EN ET EE 0e 


ee p 2eps t.? 
— "1 Sn TE ren 
zMmmE 5} emeiéé Li : 
pss 


z ? 


dans laquelle- on doit obferver qu'il y a + _ lorfque 
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1e diametre LK eft un premier diametre , & — _ lorfque 
c'eft un fecond. | 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques A la 
ligne MP, qui fafle avec 4 Plangle donné ou pris à vo- 
Jonté 4 PM, & qui rencontre les paralleles 4E, DG, 
aux points F', G, on aura para proprieté de l’'Hyperbole * * 41.8: 
RAS no eNr ttRX Zesx 8. 
KL (24),KH.(p}:: CG ÆCK ( T'ES “TE 


mm 


bye). GM = — he) pes pee a 


z2mmit z2MmE Lt 7 2t PET 0 Ar M 


nn 2nr 
XY—27Y+—xx+— x+rr Donc &c. 
mm m 








S'il arrive que le diametre KL (25%) & fon parametre 
K H (p) foient égaux entreux;5 l'Hyperbole fera équila- 
tere. 
COROLLAIRE. 


331: Ï: eft clair, 1°. Que les deux quarrés yy & xx fe 
trouvent toüjours avec différens fignes dans cette formule, 
lorfque le plan xy ne s'y rencontre point; ou bien lorf- 
qu'il s'y trouve, & que ——- furpañle =. 20, Qu'ils s'y 
peuvent trouver avec les mêmes fignes, mais avec ces 
conditions que le plan xy s'y rencontre, & que le quarré 


F4 


de la moitié de la fraétion qui le multiplie, foit plus 


nm 


- n1 eep Fe + J- 
grand que la fraétion — — —— qui multiplie le quar- 


té XX. 


PROPOSITION IV. 
Problème. 


33 2° E ONSTRUIRE Ze lieu d'une équation donnée, 
dans laquelle ,ou les deux quarrés yYÿ xx [e rencontrent 
avec différens fignes , ou bien avec lesmèmes fignes ,;mais avec 
ces deux conditions que le plan x y s'y trouve, € que le quarré 
de la moitié de la fraftion qui le mulriplie, foit plus grand 
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que la fraëtion qui multiplie le quarré xx. On [uppole encose 
ici que le quarré y y foit délivré de fratlions. 

On conitruit l'Hyperbole qui en eft le lieu, comme 
lon vient de faire l’Éllipfe dans le Probléme précédent. 
Les exemples qui fuivent le feront voir. 


ExEmMPLE. ÏI. 
333" S O1T ÿy + y ts XX M LCy— 2x —bh 
= 0 , l'équation dont il faut conftruire le lieu, & dans la. 
quelle on fuppofe que le quarré furpafie ï, 


Je compare les termes de cette équation avec ceux 


qui leur répondent dans la formule du Lemme; & ja 


2 n z b > . 
IR.——— —, & partant, fi l'on fait m—2, on aura 
m 4 ? 








| | | peur 
HS) 20, CRE MN CM Der ee 
zmmt m mn DE ce 
2hbt—2aft 277 . 2eps > 
+ eee re oO, ————— 3 Oo, ne unes Cl: 
Pr ee == Ans Mr == nb 93 AR 


en mettant pour #,#,r, L les valeurs que l’on vient de 
ee ere UNE CS 

trouver,Onttire s na SuTFit—=S5— Li 

ee eecc—echh : | +7 

==SS Pire) fçavoir + 2# lorfque le quarré ss fur- 


pañle ceccheebh 


Dh— nf — 


le quarré #2 doit être pofitif; ce qui fait deux différens cas. 


& —11lorfqu'il eft moindre, parce que 


” Or les valeurs de m,n,7r,5,t,p,étant ainfi déterminées, 


F1G. 177, 
278. 


je conftruis le lieu en me reglant fur la conftruétion du 
Eemme ,, de la maniere qui fuit. 

Ayant pris fur 4P, la partie 4AB— 7, & mené pa- 
rallelement à PAZ & du côté oppofé les droites BE —4 
—=—#, AD—6=—7r, je tire par les points 4, E, la 
droite AE (e) qui eft. donnée , & par le point D, 
droite indéfinie D G parallele à AE fur laquelle je 
eaghebe 


prends la partie D'C = — 
à PM, & de part & d'autre du point C, les parties 


— 5 du côté oppofé 
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- / \ DES Fa 
CL; CK, égales chacune à ENORME 


BD —3f | 
ceccHeehh * 
V br VU) felon que ss eft plus grand ou moiir- 


| bb 1. C.: . Fr 
die que nn Cela fait, du diametre LK, qui aît 


pour ordonnées des droites paralleles à P M, & pour 
parametre fa ligne KH(p)=— FRS EN) je décris une 
Hyperbole , en obfervant que LK (fx. 177) doit être un 
premier diametre dans le premier cas, & un fecond ( #g. 
178) dans le dernier. Je-dis que fa: portion 0 77 fera le 
lieu requis. os | 

Car ayant mené d'un de fes points quelconques # 
une parallele AP à AD, laquelle rencontre les lignes 
AB, AE, DG, aux points P, F,G;on aura PF 
= . & À F ou D G—=— Et par conféquent MG=—y 
ee = +c, CG ou DG+CD— — —s, puifque 
CD——5 Or par la proprieté de l'Hyperbole ,;L K 
De RG) GG LCoR (M 0, 


4 4 
nes 2 dafb GS LB: 2 Me : 
ce qui , en metfarit pour s5 + 224 5, leurs valeurs 


ccee+eebh —Lié—age CS Lee L A 
RUE er a" fant 
RP ENT multiphanr les extrêmes & les 


moyens, & divifant par 24, donne l'équation propofée.. 
: Donc &c. | 








ce 





:R B MA K QU E. 


334 11 arrive que ss EE il eft clair que 
la. valeur de. +2 devient nulle. ou zero ,: & qu'ainfi‘la 
conftrution de l’'Hyperbole devient impoñlble.. Mais: il 
faut bien. remarquer alors que. l'équation. propofée s'a- 
baifle toûjours, en forte que fon lieu, qui devroit être 
une ou: deux Hyperboles oppofées, devient une ou deux: 
lignes’ droites. En effet dans notre exemple on a’ ré- 
 duit l'équation donnée à cette proportion ee. 65 — 4 f:: 
Gg i 
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ecx x zesx 








a 4 

MALTE cc; d'où, en effaçant 34 qui eft nul, multi 
E ‘ A 

pliant les extrêmes & les moyens, & cxrayant 6 de part 

& d'autre la racine quartée , l'on tire ey + + "0 





ex 


= — EMA IT — af, ceft à dire en mettant pour —;s 
4 


bcetage 
fa valeur ere & divifant de ‘part & d'autre par e, 


sVVb— af ag be 


# RE Vi per 





/ PA b x 
cette équation y b— 








" — 
Le a 


HV — 4g+bc Es 
HENIRRE SR = ; qui en faifant = 








Vob—ñf 
EME ge Cr Svqr 
& De ne fe change en cette 
autre y—p— x dontle lieu eft une ligne droite at 


conftruit felon l’article 306. 
La raifon de ceci eft évidente par la formule géné 
ou a Lemme; car effacant dans cette formule le terme 


one — qui renferme le quart tt que l'on fuppofe égal à 


ZetO nul, elle fe change en tranfpofant certains tet- 
mes ,.& Extrayant À les racines quarrées en cette autre y — 


Ep —r— eve OU FN EE les inconnuëés 
m 


1 


x & y ne font plus a au premier degré, & dont L lieu 
par conféquent devient des lignes droites. 


Ex BMP LE, LE 


33° (), demande le lieu de l'équation donnée y y — 
XX + 2 FYTA À = 0 


La comparaifon des termes correfpondans ‘donne 
Zn | . 
19, - —0, parce que Îe terme xy ne fe trouve point 


dans la propofée ; d'où l’on tire #— 0, & par confé- 
ER RE as re 
quent m6, 29, === 1, & partant p— 22. 39. 7—=—4 
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hs PASS RENTE 1 er pie DR 
4, — 4, d'où l'on tire 524. 5% 774 — 0, 
&ainfi+ ##—55———;%44 cn mettant pour 7, 
2 e PTE SS ; À : 
— ,.5 leurs valeurs— # , 1,+45; d'où fje connois qu'il faut 
prendre dans le dernier terme de la formule — :4 & non 
pas + 24, afin qué la valeur de #7 foit pofitive. Je conf- 
truis enfuite le lieu en cette forte. 
- Puifque AD (r) ——4, je mène par par le point 4-Fie, 170i 
_parallelement à PAZ & du côté oppofé la ligne AD = 4; 
& puifque BE (x) = 0, je tire par le point D la droite 
D G parallele à 4 P, fur: laquelle je prends la partie D C 
(5) = + « du côté de PM; & de part & d'autre du point 
Cles parties C Z , C K. égales chacune à :— V3 a a. En- 
fuite du fecond diametre LK (parce. qu'on a pris — #4 
dans le dernier terme de la formule ).qui ait.pour ordon- 
nées des droites paralleles à P M, & poux parametre la 
droite KH (p)—= 2: —LK, je décris une Hyperbole. 
Je dis que fa portion O M fera le lieu qu'on cherche. 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques A7, une 
parallele A7 P à 4 D qui rencontre les droites 4 P,D G, 
aux points P, G; on aura MG = 7 + x, CG'ou DG—- 
DC— x — =4, & par la propriétéde l'Hyperbole LK 
(24). KH(21)::CG+ CK (xx—ax+iaad%it. 
GM(y3y+14y+aa); ce qui donne en mettant pour s4 


3 2 / e / 
fa valeur £ z4, l'équation même propofée yy #+ 2,47 — 
XKHAX—= 0. 


Il eft évident que l'Hyperbole eft équilatere. 
à 
REMARQUE. 


336... ORSQ U-E les deux quarrés y & xx fe trou- 
vent avéc- différens fignes &: fans. fra@tion dans une 
équation , où le plan xy ne fe rencontre point; fon lieu 
fera toùjours une. Hyperbole équilatere. Car la frac- 
È 2 

tion —* de la formule fera nulle ou zero ; & partant 













E1G. 380. 


# Art.130, 
"131; 
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BE (n)\—=0, &.m—e. D'où.il fuit que la fraétion © 





1 qui multiplie le quarré «x dans la formule de- 


zmmt 
vient — _ ; & qu'ainfi on auta — + — 1, CEftà direÿ 
que le diametre L K fera égal. à fon parametre K F7, ou; 
ce qui eft la même chofe, que l’'Hyperbole fera équila 
tere. Or comme la formule générale fe change .en celle 
ci | 
YYHRE—LIIHR LISA HIT, 
+ LÉ 
: RSS 


“TT s'enfuit qu'on peut s’en fervir d’abord pour trouver 
les valeurs der, s, #, qui fervent à conftruire l'Hyperbole 
équilatère qui eft le lieu de’ l'équation donnée; ce qui 
adrége le calcui. Part 


LEMME FONDAMENTAL. 


Pour la conftruction des lieux. à l'Hyperbole 
entre fes Afymptotes. 


337 N OIENT comme dans la définition premiere deux 
lignes inconnuës & indéterminées 4 P (x), PM (y) qui 
faffent entr'elles un angle donné ou pris à volonté 4 P M; 
& foient de plus des lignes droites données #,#,p,r, 5. 
Cela pofé. 
1°. On prendra fur la ligne 4 P, M partie AB —m; & 
ayant mené les droites BE—n,A4D=—7, paralleles à PM, 
& du même côté; on tirera par le point À la droite 
AE qui eft donnée, & que j'appelle e} & par le point 
D là droite indéfinie D G parallele # 4 E,, fur laquelle’ 
ayant pris les parties DC=5,CK = e du côté que 
s'étend: Æ4P; on menñera parallelement à P A7 & du 
même côté la droite indéfinie CL, & la. ligne K H —p. 
On décrira enfuite * entre les Afymptotes € L, CK, 
une 
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me Hyperbole qui pañle parle point H. Je dis qu’elle fera 
le lieu de l'équation ou formule. 


1 m S ns mrS __ 


Car GM=y—— —r C G== — 5, & par la proprie= 
té de l’'Hyperbole * CGxGM(E eur 2 *Art107 





— rs) — CK x KH (ep); ce qui donne en déli- 

vrant le terme x y de fraétions, & mettant par ordre tous 

les termes, la même équation X y — = X X — _ y &c.que 

ci-deflus. 

_ 2°. On menera par le point fixe À , une ligne indéfinie Fuic, 185, 

A0 parallele à P A1 & du même côté; & ayant pris fur 

cette ligne la partie 4AB=—», ontirera B E —n parallele à 

AP & du même côté, & par les points déterminés 4,E, 

la ligne 4 E que j'appelle e; & ayant pris fur 4 P Ja partie 

A D = 7 du côté de P M, on tirera la droite indéfinie D G 
parallele à AE, fur laquelle on prendra les parties D C 
—5,CK—e, du côté que s'étend P M, & on menera 

parallelement à 4 P & du même côté, la droite indéfinie 

CL & la ligne KH—7?. On décrira enfuite * entre lés * rt. 130, 

afymptotes C L,CK, une Hyperbole qui pafle par le point 131. 

H. Je dis qu’elle fera le lieu de cette feconde équation ou 

formule. | 

PR ne TT nr 
FLE 7P0 | 

Car ayant mené d’un de fes points quelconques M, 

la ligne M © parallele à 4P, & qui rencontre “les pa- 

talleles 4E, D G, aux points F, G; les triangles fem- 

blables 4ABE, AOF, donneront 4AB(m). AE(c):: 


40 ou PM\(y). AFouDG—=®,& AB") BE 
(2):: 40 (y). QF=—, Et par conféquent GM=— x 
| ER 
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"1 y, CG—2?—5s. Orpar la proprieté de l'Hyper: 


mn 


GE CGxGM—CK+KH, ce qui donne, en mettant 
pour ces lignes leurs valeurs analytiques, & délivrant le 
terme xy de fraétions, la même feconde formule que cy- 
deflus. Donc &c. | 


EOCDROLEATRE. 


3 38. [; eft clair 1°. Que le terme xy fe rencontre tou: 
jours dans ces deux formules, puifque n'étant multiplié pat 
aucune fraétion, on ne peut point la fuppofer nulle pour le 
faire évanotir, 2°. Qu'il ne s'y peut rencontrer que lun 
des quarrés x x ouy y, lequel s'évanouit fi la fraction = 
qui le multiplie, eft nulle, 


PROPOSITION V. 
Problème. 


3 39: x ROUVER de lieu d'une equation donnée dans la: 
quelle le plan xY fe rencontre [ans aucun des quarrés xx Ê's 
y y, ou feulement avec l'un des deux. : 

On délivrera le plan x de frations , & on comparera 
les termes de l'équation donnée avec ceux qui lui répon- 
dent dans la premiere formule lorfque le quarré x x sy 
rencontre, & avec ceux de la feconde lorfque c'eft le 
quarré y y, & enfin avec celle des deux qu'on voudra lorf. 
que pas un des quarrés # x & yy ne s’y trouve. On tirera 
enfuite de la comparaifon de ces termes, des valeurs des 
quantités #,2,p,r, 5, par le moyen defquelles on décrira 
une Hyperbole entre fes afymptotes comme l’on a enfeigné 
dans lefLemme précédent, en obfervant toûjours .de me: 
ner ou de prendre du côté oppolé à 4P & à P Mles lignes 
dont les valeurs font négatives. Les exemples qui fuivent 
éclairciront ces regles. 
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EXEMPLE À 


340. (x demande le lieu de x y — 2 XX —Cy— 0. 

Comme c'eft le quarré xx qui fe rencontre dans 
l'équation donnée , je choilis la premiere formule, & 
jai par la comparaifon de fes termes avec ceux de la 


f 22 b 2 « . : € . 
propofée, 19, ——-, d'où en faifant m —%, je tire 


ec ns 


ms 
= 0.29, 6, & partant s= —. 3 ——r—0, 





parce que l'inconnuë x ne fe trouve point au premier 
2 e L 
degré dans l'équation donnée , & partant r — = 


, mrs 
Ca 


mes entierefnent. connus ; & partant p = =", Or 


4 4 


comme les valeurs de AP (m), BE(#),CD(s),AD 
(1) K H(p}font toutes politives, je conftruis le lieu pré- 
cifément!comme dans le Lemme (#g. 180. )en obfervant 
de prendre pour les lignes les valeurs que Fon vient de 


([ouver. 





— mp —=0, parce qu'il ne fe trouve point de ter- 


Car GM= je, CGouDG= DCE, Fe. 180: 


& par la proprieté de l'HyperboleC GxGM=CKx%KH, 
c'eft à dire, en mettant les valeurs analytiques , l'équation 
mème donnée. Donc &c. | 


EXEMPLE IT 


341.0 OIT xY+ Lyy—cy— ff = 0 , l'équation dont 
faut conftruire le lieu. LD 

+ Comme c’eft le quarré yy qui fe trouve dans l'équa- 
tion) donnée, je choifis la feconde formule, & j'ai par 


la comparaifon de fes termes avec ceux de la propoiée, 
| b » . 
19, —œu +, &fi lon fatm— 4 , On AU 2 = — b, 


2°, 0 , & partant 50 39.76, 4° MP —= ff, & 
Hh j 









LTvVR'E SEP TRE UMEE: 





Ce qui donne la conftruction fuivante, 


partant p — f 





Ayant mené par le point fixe 4, une ligne indéfinie 
A O parallele à P M & du même côté, & ayant pris fur 
cette ligne, la partie AB (m)— 4, Je tie BE — 
— — } parallele à 4 P & du côté oppofé, & par les 
points déterminés -4, E, la ligne ÀE (e). Je prends 
fur 4 P, la partie AD (r) = c du côté de PM, & je 
tire la droite indéfinie D G parallele à 4 E, & comme 
les points D, C, tombent l'un fur l'autre, parce que 
DC (5) —0, je prends fur cette ligne la partie DK = e 
du côté que s'étend P M, & ayant mené parallelemert 


_à À P & du même côté la ligne K H (5) — 7 & la 
droite indéfinie D L qui tombe ici fur 4P , je dé: 
cris entre les Afymptotes D L, D K,.une Hyÿperbole 
Je dis qu’elle fera le lieu re: 


















qui pañle par le point Zz. 


mené d’un de fes points quelconques A4, la 
droite M © parallele à À P & qui rencontre les paral: 
leles AE, D G, aux points F, G, on aura G M ou M9 


+OF—-FG=x+ 7 —c, DG ou AF= 1,8 








partant D'G xG M2 4 227) ha} 
a #4 4 


4 


T=CK<KH (x 


Ce qui donne, en délivrant le terme x y de fra@tions, l'é: 





quation propofée X} 59) D — f = 0. 


#- 


REMARQUE.. 





342.0, l'on prend pour larbitraire ÆB° (°" Ÿ une 
autre valeur que z, celles de € K (e) & de: K H (#) 
changeront, mais les valeurs du re&angle‘C Kx KH 
(ep), & les droites 4D (r), CD (5) demeureront 








toiours les mêmes; car elles ne renferment dans leurs 


expreffions que les rapports —, =, ,:qui ne chan 





Des LrEUX GE OME TRIQUES. . 24 
gent-point, puifque dans le triangle. 4B E; l'angle. 4B E 
eft donné, & la raifon _ ( qui dans cet exemple eft 2) 
du côté 4 B (m) au côté BE (7). Or comme l'Hyperbole 


qui doit pafler par le point F7, fera toûjours la même*, 
telle grandeur que l’on puifle donner à C K (e) &àKH 
(p); pourvû que le reétangle C K'x K H. demeure le 
même ; il s'enfuit que l’on conftruira toujours la même Hy- 
perbole , telle grandeur que l'on puiffé prendre pour l'ar- 
bitraire 4B(#"). À ere Rire | 


Ex eimp.LE IE 


343.) faut conftruire le lieu de l’équation donnée x y 
— AY ONE —= 0. # 
Comme pas un des quarrés xx & y yne fe trouvé 


* Art.101: 


dans l'équation propofée , je puis prendre indifferem- 


ment l’une ou l’autre dès deux formules, par exemple, 
la premiere, de laquelle comparant les termes avec 


ceux de la propofée, j'ai 10. ==—0, & partant 7 —0; 


m 
Gt m —e; je fais m4. 20, ous — ai 30.7 —— D; 
puifque — = o. 4urs—mp—ce, & partant p——6 
——. Or ces valeurs de m, #,7,.5,p, étant ainf 
déterminées , je. conftruis le, lieu de la maniere qui 
fuit. 


P M & du côté oppofé la ligne 4 D 4; .& puifque 
BE (#7) —o, je tire la droite indéfinie G D parallele à 


À P , fur laquelle ayant pris les parties D'C'(s) =, : 


CK(e)—m— a du côté que s'étend A Psectire LR 

droite indéfinie CL, & la ligne KH—4 ns E—— ? 

parallele à PM & du CBté oppofé. Je décris. enfuite 

l'Hyperbole oppofée à celle qui. ayant pour Afymptor 

tes les droites C L, C K, pañle par le ponte H. Je dis 
| <ARey 5 AN 


Puifque A Dr) = —#%, je "ménè parallelement À Fic. 183: 


a 








y 
11 








. Cherchée. 


>; 11 devient.x#y —Z K:% TJ St 
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que fa portion indéfinie O M renférmée daris l'angle PAS, 
faite par. la droite indéfinie 4 P &;par la ligne 4S me- 
née .parallelement à P 47 & du: même côté, fera le lieu 


L Cat GMou PG+ PM=y +6 & CG ou CD —- 
DG—a— x; & par coniéquent CGxGM—=ay—xy 
+cb—bx—CKxKH (ab-+ce);ice qui, en effaçant 
de part & d’autre le rettangle 44; & tranfpofant à l'ordi. 
naire, donne x y — 47 + b x + cc —0o qui eft l'équation 
propofée. 

Il auroit été‘inutile dans cet Exemple de décrire l'Hy: 
perbole qui pafle par le point H; car aucun de fes points 
ñe pourroit tomber dans l'angle PAS, où l'on fuppole que 
doivent tomber les points 47. 


REMARQUE. 


3 44. ': L artrive qu'en comparant les termes de la for- 
mule avec ceux de l'équation donnée, an trouvât que p 
— 0 ; on voit qu'il feroit alors impofible de décrire l'Hy- 
perbole qui en devroit être le lieu , puifque fa puiflance 
qui cft égale au reétangle p'e feroit nulle... Mais alors l'é- 
quation fe pourroit tohjours abaifler, en forte que fon:lieu 
deviendroit uné ligne droïte ; car effaçant par exemple 
dans la premiere formule du Lemme le terme #p, elle 


: Mrs Sas « 


n5 
 * TX 


r eg: 27: 0 == RL Oyl Si 219 10: a! 
érant divifée par — — s donné y— "© —7=—0, dont le lieu 


*Art.306. *-eft.une ligne droite. 


[PROPOSITION VL 


- Problème, . 
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Tous les termes de l’équation étant mis: d’un: même 
côté , en forte que l’un des membres foit zero ; je diflingue 


deux différens cas: | #8 

Premier cas. Lorfque le plan x y ne fe trouve point 
dans l'équation donnée. 1°. S'il n'y a que l’un des quarrés 
yy ou x x, le lieu fera une * Parabole. 2°, Siles deux quar- 
rés y & x x S'y trouvent avec les mêmes fignes, le lieu 
fera une * Ellipfe ou un cercle. 3°. Si ces deux quarrés s'y 
rencontrent avec différens fignes, le lieu fera une * Hy- 
perbole ou deux Hyperboles oppofées rapportées à fes dia- 
metres. 

Second cas. Lorfque le:plan x,y, fe trouve dans l’équa- 
tion donnée. 1°. Si pas un des quarrés ÿy & x x ne s’y 
rencontre. ou feulement l'un des deux, le lieu fera une * 
Hyperbole entre fes Afymptotes. 2e. Si les deux quarrés 


* Art.310. 


*Art.324: 
*Art,332. 


*Art,3 397 


yy & x x s'y trouvent avec differens fignes, le lieu fera. 


*une Hyperbolé rapportée’à fes diametres: 3°. Si cés deux 


#Art.332: 


quarrés s’y rencontrent avec les mêmesïfignes ;on déli- 


vrera le quarré y y. de ‘fraëtions , :& le lieu fera * une 
Parabole lorfque le ‘quarré de la moitié de: la frac- 
tion qui multiplie x y eft égal à la fraëtion qui multiplie 
le quarré x x.; une * Ellipfe ou) un cercle lorfqu'il eft 
moindre; & enfin une * Hyperbole on deux Hyperbo- 
les oppofées rapportées à fes diametres lorfqu'il efplus 

rand. | 2" PER | } cé AT, TE 

On décrira le lieu -félon l’article 3710 s'il eft une Pa- 
rabole; felon l’article 3x4 sil eft une Ellipfe ou un cer- 
cle; felon l’article 332 s’ikeftiune Hyperbole ou deux 
Hyperboles oppofées rapportées à fes diametres ; & en 
fin felon l'article 339 fi c’eft une Hyperbole entre fes 
Afymptotes. Tout ceci n'eft qu'une fuite de ces quatre 
articles. - | 


ç" L 


COROLEAIRE. 


346. U+ E équation du fecond degré étant donnée , 


comme la Seétion Conique que l'on trouve par les regles 


* Art.310+ 


*Art.324e 
* Art.332% 


rm 
un = * nest ere : 
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ne peut y avoir que'cette feule Seétion qui foit 


vraies que faufles de l’autre inconnuë x 
Téquation donnée. 


"2 
LLILO 


dé WG 


> 


SR 
D \ L 
NW 


n 
(| N 1) 
KO ) W 


S 








1 


LIVRE HUI 








> 49 





LIVRE HUITIPME. 
| De Problémes ÉTÉ: | 
PROPOSITION GENERALE. . 
nt nou 4 le lie dune infinité. de points qui Fi. 184: 


ayent tous certaines conditions marquées ; lorfque ce lieu ne 
palle point le [econd degré. | 

1°. On fuppofera comme connuës & dérerminées deux 
lignes droites inconnuës & indéterminées. AP (x), P M 
(7), qui fafflent entrelles un angle À P M donné. ou pris 
à difcrétion ; & dont l'une À P ait une origine fixe & 
invariable en un point À, & s'étende le long d’une ligne 
donnée de pofition 3 l'autre P M qui détermine toûjours 
par fon extremité M, l’un des points cherchés , change 
continuellement d’origine, & foit toûüjours. parallele à la 
même ligne. 2°, On tirera les autres lignes que l’on ju- 
gera utiles à la folution du Problème, & on les expri- 
mera par des lettres ; fçavoir les connuës par les premieres 
Lettres de l'Alphabet, & les inconnuës par les dernieres. 
32. On regardera la queftion comme réfoluë, & après 
en avoir parcouru toutes les conditions, on arrivera en- 
fin à une équation qui ne renfermera que les deux in- 
connuës x &t y mêlées avec des connués. 4°. Cette équa- 
tion dans laquelle on fuppofe que les inconnuës x & y 
ayent au plus deux dimenfions, étant formée, on en conf- 
truira. le lieu felon les regles prefcrites dans le Livre pré- 
cédent ; & le lieu ainfi conftruit réfoudra la queftion# 
Tout çcec! s’élaircira par les exemples qui fuivent. 


ExEmMPL’E [L 


348." Do UvER dans l’angle donné B4C le point Fic. 184 
M, tel qu'ayant mené de ce point les deux droites MF, 
MG, qui faffent fur les côtés 4 B, AC, toûjours vers 
là même part , des angles donnés MFB, MGC;la 
A [1 








#Art.306. 
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droite MF foit toüjours à la droite MG en la raifon 
donnée dé /# x. EtlComme il y dune infinité de ces 
points, on demande la ligne qui les renferme tous, & 
qui en eft par conféquent le lieu: "1 2 

Par le point M , que l’on fuppofe être un des points 
cherchés, ayant mené la ligne MP parallele à AC ;0on 
confiderera les deux droites inconnuës & indéterminées 


: AP(x),P Mi(y);'conme connuës & dérerminées. On 


prendra fur le côté 4B; Rparrie 4B—%, on tirera les 
droites.BC , B D paralleles à MF, MG, & qui ren- 
contrent aux points €, D, l’autre côté 4:C prolongé, 
s’il eft neceflaire ; & on nommera les connuës AC , 6. 
BC ,;f ; BD, g. Prefenternent menant M Q parallele à 
À B:, les triangles femblables 4CB; PMF, & ABD, 
Q MG) donneront ces deux proportions : 4C(c) CB 
(f):: MP(y).MF—=#, & AB(a). BD (g)::MQ 


ou AP (x), MG= FE ; ce qui fatisfait à la premiere 
Condition dusProblême , puifque les lignes MF, MG, 
font toûjours fuppofées paralleles aux deux mêmes droi-. 
tes BC,BD, qui font fur les côtés AB , AC, les an- 


gles donnés. Or par la feconde condition qui refte à ac- 
complir., il faut que MF (2). MG (E) 14, 03 d'où 
l'on tire l'équation y — rs qui renferme toutes les con« 
ditions du Problème, & dont le lieu fera par conféquent 


celui que l’on cherche. Il fe conftruit * ainlï. 


Ayant pris fur la ligne 4 P, la pattie AH , foit 
fnenée H E — "5 parallele à P M & du même côté, & 
foit tirée la droite indéfinie AE. Je dis qu’elle fera le lieu 


de tous les points cherchés. 4Z. 


Car ayant mené par un de fes points quelconques M 
les droites MP, MO, paralleles aux deux côtés AC, 
AB, & les droites MF; MG, paralleles à BC,BD,& 
qui font par conféquent fur les deux côtés 4B, AC, 
les angles donnés; on aura à çaufe des triangles fembla- 
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bles AH E, 4 P M, cette proportion; 4 H(4). 
HE ():: ÆP (x). PM(1)=7; &. à caufe des 
triangles femblables 4ACB, PMF,& ABD, OMG, 


ces deux autres: :4 C (c). CB(f):: M P CET: MF 





—{*; & AB (4). BD (g):: MO ou AP(x). MG: 


= E% Et par conféquent MF (5°). MG (5°) ::4.6. Ce 


qui étoit propofc. 

Je n'ai réfolu cette queftion par le’ calcul, que pour la 
rapporter à la Propolition générale, & commencer par des 
Exemples fimples & aifés à en faire voir l'application ; 


car on peut réfoudre ce Problème fans aucun,calcul, &:. 


d'une maniere plus facile en cette forte. 


Soient tirées les droites AK, AL, qui faffentfur 4B, 


AC, les angles donnés K AB, L AC, & qui foient en- 
trelles en la raifon donnée de z à 4. Soient menées les 
droites K M, L M, paralleles aux côtés AB, AC, & 
‘ fe rencontrent au point A7; par où, & par le fommer 4 

€ l'angle donné B 4€, foit tirée la ligne 4 M: Je dis 
qu’elle fera le lieu cherché. 

Car ayant mené d'un de fes points quelconques E les 
droites ER, ES paralleles à 4K, À L; on aura à caufe 


des triangles femblables AER, MAK,& AES,MAI, 


ces proportions; ER. AK:: AE. 4AM::ES. AL. Et par- 
tant ER. ES :: AK. AL::4.4. 


EXEMPLE "IT 
349» L Es paralleles 4B, CD, étant données de po- 


ftion ; trouver le lieu de tous les points. A7 tellement 
placés entre ces ‘lignes, qu'ayant tiré les droites M P, 
M G'; qui faffent avec elles toûjours vers la même part des 
angles donnés MPB, MGD; elles foient toûjours en- 
telles en la raifon donnée de 7 à 4.0 465 : € 
_ # Ayant pris pour l’origine fixe des indéterminées 4 P 
(x) un point quelconque 4 de la ligne 4 Fa & les deux 
1 1j 


Fic, 585, 


FiG. 1864 
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droites inconnuës & indéterminées AP(x), PM (y), 
étant fuppofées connuës &t déterminées , on menera les: 
lignes 4C, AE, paralleles aux deux droites, MP, MG; 


& on nommera les connuës AC ,c; AE, f. Cela fait, 


on prolongera P M jufqu'à ce qu'elle rencontre C D en 


F; & les triangles femblables C AE, FMG, donneront 
AC (ec). AEUf): ME (c—y). MG— TT, Or fe- 


lon la condition du Problème qui refte à accomplir , 1l faut 


que MP(y). MG (LA ::4.b ; d'où l'on tire Féqua- 


tion = qui renferme toutes les conditions du Pro- 
caf Éd 
blême, & dont le lieu quieft * une Higne droite indéfi- 
me HW menée parallelement à 4B° en forte que 4H 
ce 4eft par conféquent le lieu cherché. 
bctaf” q | 
EE M P ES LIT 


250. [ }eux points 4, B, étant donnez , en trou- 
ver un troifiéme 7, tel qu'ayant mené les droites MA, 
M B ; elles foient toûjours entr’elles en raifon donnée de 
a à 6. Et comme il y a une infinité de ces points AZ, il 
eft queftion de décrire le lieu qui les. renferme tous. 

Il peut arriver trois différens cas felon que z eft moin- 
dre, plus grand, ou égal à 4. Re 

Premier cas. Par le point M , que je fuppofe être un 
de ceux qu'on cherche , ayant mené la ligne MP per- 
pendiculaire fur 4B {car n'y ayant point d'angle donné 
dans le Problème , on choifit l'angle droit comme le 
plus fimple }, & les deux droites inconnuës & indéter- 
munées À P(x), P My} étant fuppofées ‘connuës & 
détérminées ; on nommera la donnée AB, c; & à cau- 


dl 
ol 


fe des triangles retangles 4P M, BPM, on aura les 





quartés A M XX et 7} ; B HU — EC —2 CXHXX +) fe 
Or par la condition. du Problème ; 4 M ( x x +) ) 


b M (cc— LcxHXx + yÿ)::44. 08 D'où (en mul- 
tipliant les extrêmes & les moyens, & divifant enfuite 
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Z2AHACX, 
Bb — aa 

4ñcçc 


re : | CR A8 
5 = 0, qui renferme. la condition du Probléîne, 


& dont le lieu qui eft par conféquent celui qu’on demande, 
fe conftruit par lemoyen de l’article 3 22.(Liv.preced.) en 
cette forte. | 





pat /b—4xa) on forme cette équation yy+ x x + 


Soit prife fur la ligne ZP, [a partie AC—= du Fie. 187. 
côté oppofé à P M; & foit décrite du centre C, & du 
b Se ; 
rayon CD ouCE— —— — la circonférence d’un cer- 


cle. Je dis que fa portion. D MO renfermée aans l'angle 
PAO, fait par la igne À P & par la droite 40 menée 


afallelement à P 1 & du même coté, fera le lieu de 
Cet que l’on vient de trouver. 


. Car ayant mené d’un de fes points quelconques 47, la 
perpendiculaire MP fur AB, on aura par la proprieté 
—— 2 ee 2 : 2 A < : 
du cercle CD — CP ou EPxP D—= P M ; c’eftà-dire 
én mettant pour ces quarrés leurs valeurs analytiques, , 
l'équation précédente. 





‘Si Fon fuppofe à préfent que Îes points A7 tombent 
dans l'angle EAR oppolé au fommet à l'angle B 40 
_ dans fequel on a fuppolé en faifant le calcul qu’ils étoient 
fitués, on trouvera en faifant* AP——x,&P M——7, *Arr.304% 
la même équation que ci-deflus , tant par la condition 
du Problème , que par la proprieté de la portion RME 
de la même circonférence que lon vient de décrire; 
d'où il fuit que cette portion eft le lieu de tous Îles points 
cherchés M, lorfqu'ils tombent dans l'angle R AE. Et 
fi l'on fuppofe enfin que les points A7 tombent dans lan 
sle B ÀR & enfuite dans l'angle E 40, on trouvera de 
même ( en obfervant de faire P M——y , lorfqu'il tom- 
be de l’autre côté de la ligne AB ; & A P——%x, lorf- 
que le point P tombe de l'autre côté du point fixe 4) 
que les portions DR, EO, de la même circonférence : 
front les lieux de ces points ; & qu'ainli la 4 SR 

Li 


"à 


Le 
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ce entiere qui a pour diametre la ligne DE, eft le lieu 
complet de tous les points requis M. 

Second cas. On trouvera par un raifonnement fembla. 
ble à celui du premier cas, cette équation yy+ xx 


Z2AHACX 4aucc 


— + = 0. dont le lieu fe conftruit ainfi. 


Fic. 188, Soit prife fur ZP, la partie 4C = —— du côté de 
PM; & foit décrite du centre C, & du rayon C'D ou 


abc : ; 
CE un cercle, Je dis que fa circonférence fera 


le lieu de tous les points requis AZ Céla fe prouve de 
même que dans le premier cas, | 





Si l’on confidere dans ces deux cas que la circonfé- 
rence qui a pour diametre DE, & qui eft le lieu de tous 
les points cherchés M7, doit couper la ligne 4 B en deux 
points D, E, tels que 4D.DB::4.6, & AFE.EB:: 
a, b; puifque le point A7 tombant en D , la droite 4 M 
devient 4 D ; & B M, BD ; & de même que le point 
M tombant en E, la droite 4 M devient 4E, & BM, 
BE : on abregera de beaucoup les conftruétions précé- 
dentes. Car il eft vifible qu'ayant divifé la ligne AB pro- 
longée du côté qu'il fera neceflaire , en deux points D,E, 
tels que AD. DB::4.0, & AE. E B :: 2. b;la ligne 

- DE fera en l’un & l’autre cas le diametre de la circonfé- 
rence qui eft le lieu cherché. 


T'roifiéme cas. Puifque dans ce cas 4—4, l'équation 
précédente fe change en celle-cix=—*c ; d'où l'on voit* 
que fi l’on prend 4P égale à la moitié de 4B, & quon 
tire la droite P M perpendiculaire fur 4B , cette ligne 
P M indéfiniment prolongée de part & d'autre, fera le 
lieu de tous les points requis J! Ce qui eft d’ailleurs évi- 
dent par les Elemens de Géometrie, 


# Art.307. 
Fic. 180, 


ExemMPLe IV. 


F1G. 190. 351. D) EU x dignes droites DE, D N , indéfiniment 
prolongées de part & d'autre du point D, étant données 
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de pofition fut un plan, avec un point € hors de 
ces lignes ; foit imaginé un angle donné C E M fe mou- 
voir par fon fommet E le long de DE , en forte que 
fon côté E C qui rencontre D N'en N, pañle toûjours 
par le même point C, & que fon autre côté E M foi 
toüjours troifiéme proportionnel à NC , CE. On de. 
mande le lieu de tous les points A7 dans ce mouve- 
ment. 


Soient menées C À parallele à D N; & C B qui faffe 
fur DE aupointB un angle égal à l'angle donnéC'E M, 
du côté qu'il fera neceflaire, afin que CE tombant fur 
C Bla droite E Mtombe fur D E. Cela pofé je diftingue 
l queftion en trois différens cas: car ou le fommet E de 
Fangle donné CE M fe meut fur la droite DE de l’autre 
coté du paint B par rapport au point À ; ou entre les 
points B, 4 ; ou enfin de l’autre côté du point Æ‘par rap- 
port au point B. | 


Premier cas. Lorfque le fommet E fe meut fur la li- 
gne DE de l'autre côté du point B par rapport au point 
A. Ayant mené du côté du point € la ligne 4 O qui 
fafle fur D E au point 4 l'angle B 4 O égal à l'angle 
4 BC; on tirera par l'un des points cherchés A7, que l'on 
regarde comme donné, la ligne MP paralleleà 4 0, & 
qui rencontre D E en P ;& on aura deux triangles fembla- 
bilesC'BE,E P M; carles deux angles CBE,E P M font 
égaux chacun à l'angle donnéC'E M, & de plus les angles. 

CE, PE M, font aufli égaux entr'eux; puifque dans le 
triangle CRE l'angle externe CEP ou CEM+PEM 
eft égal aux deux internes oppofés BCE &C BÆ ou C E M. 
Si donc l’on nomme les données AD ,4,A4B,b;BC;,c; 
& les inconnuës & indéterminées AP ,x;: PM,7:5 AE ,x; 
on aura, tant à. caufe des paralleles D N, AC’, que de 
la condition du Problème , ces proportions AD (a). 
AE(2)::CN.CE::CE.EM::CB(c)EP(x—x):: 
BE(x—6). PM(y) ; d’où l'on forme ( en multipliant 
les extrêmes & les moyens) ces deux équations x —4x 
= AË 4Y—2X2A—0X, Qui, en prenant, pour abreger, 








* Art,310. 


_ , & pat la propriété de la Parabole, ML ( XX — — 
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f—= a 4 c, & faifant évanoüir x, fe réduifent à celle-ci 
Lf Fur ma 

xX—=x——7y0 qui ne renferme plus que lesincon. 


nuës x & y, & dont le lieu, qui eft celui que l’on cher: 
che fe conftruit * ainfi. 
Lf 


Soit prife fur la ligne AP, la droite AF— ”} du côté 


2z 


de PM; & ayant mené FL parallele à P M, foit prife 
fur cette ligne du côté oppofé à P M, la partie FC 


Soit décrite. du diametre G L qui ait pour origine le point 
G, pour parametre GH —Ù, & pour ordonnées des droi- 


tes LM paralleles à 4 P, une Parabole qui s'étende du 
coté de PM. Je dis que fa portion indéfinie O M renfer- 
mée dans l'angle PA.0 , fera le lieu de tous les points cher- 
chés A. | | 
Car ayant mené d'un de fes points quelconques A7, la 
ligne MO parallele à 4 P & qui rencontre le diametre 


CL en L, on aura ML ou PF—x—" & GL—y+ 
BF 


x + 0) LC GH(Ê,,52) ; Ce qui en tranf- 


44a 
Lf 


A 1° ° + 1224 : | FF PL. 
pofant à l’ordinaire donne l'équation xx — PT SO), 


qu'il falloit conftruire. 

Second cas. Lorfque Île fommet E parcourt la partie 
B À. Il eft clair dans ce cas que les points A7 tomberont 
de l’autre côté de D E, puifque l'angle donné C E M fera 
toüjours plus-grand que l'angle C'E P qui diminué conti- 
nuellement. C’eft pourquoi j'ai P M——y, & comme je 
trouve par un raifonnement femblable au précédent, la 
même équation ; il s'enfuit que la portion 4 GO de la Pa- 
rabole que l'on vient de décrire, fera le lieu de tous les 
points M ; puifqu'elle donne aufli par fa propriété cette 
même équation. | | | 

Troiliéme cas. Lorfque le fommet fe meut de l'autre 

CÔIÉ 
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côté du point À pat rapport au point B. Il eft clair encore 
dans ce cas que tous les points cherchés A7 doivent tom- 
ber au deflous de la ligne D E; & on trouvera comme 
dans le premier cas AD.AE::CN.CE::CE.EM::CB. 
EP. Et partant 4AD.CB :: AE. E P. D'où l’on veit que 
E P eft plus grande, moindre, ou égale à E À félon que 
CB eft plus grande, moindre, ou égale à AD; & qu’ainfi 
prolongeant 4 O au deflous de D ElversK, tous les points 
cherchés M tombent dans l'angle B AK dans le premier 
de ces trois cas ; dans fon complement à deux droits D AK 
dans le fecond cas, & enfin fur la droite 4 K dans le troi- 
fiéme cas. Je fuppofe ici que CB foit plus grande que 
AD; & comme faifant P My, parcé qu'iltombe de 
l'autre côté de AP, je ne trouve plus la même équation 


que dans le premier cas, je ne fais plus d’attention à la. 


confiruétion de ce cas. C’eft pourquoi nommant à l’or- 
dinaire AP, x; PM, y; Jarrive à cette équation x x 
+ 2 % —%y= 0, dans laquelleg=c—#, dont le lieu 
qui eft celui que l’on cherche eft une portion indéfinie 
À M d'une autre Parabole que la précédente laquelle s’é- 
Fe vers le côté oppofé, & qui fe conftruit * en cette 
ofte, | 


Soit prife fur À P de l’autre côté de PM la partie AS 
= 25 foit menée ST — u parallele à 4.0, & du côté 
oppofé à P M; foit décrite du diametre T'S qui ait pour 
origine le point T, pour. parametre une ligne, & 


pour ordonnées des droites paralleles à 4 P , une Parabole 
qui-s'étende du côté de PM. Sa portion indéfinie 4 M 
tenfermée dans l'angle PAK fera le lieu de tous les points 
cherchés M dans ce dernier cas, où l’on fuppofe que CB 
{urpafle 4 D. | 

11 eft donc évident que le lieu cherché de tous les 
points ] eft compofé de deux portions indéfinies de 
différentes Paraboles, dont l’une 4GO M s'étend du 
côté de C; & l’autre 4 M du côté Dust partent 


# 
A ” 


* Art,310 


RSR in mm ue EFFET Ent state 


ar SR Éu— 
EEE 











258 Lin vRÉ: cHUATEE:M E, 
toutes deux {du ipoint 45 car le côté C E de, l'angle 
donné C E M'tombant fur. C À parallele à D N, il eft 
clair que C:N devient infinie , &t qu'ainfi. E M eft nulle 
ou zero , puifqu'on a toûjours NC: CE::CE. EM: 
c'eft-à-dire que le point A fe confond avec le point E 
qui tobe fur le: point.D.. D'où l’on voir que 4 F ef 
une ordonnée au diametre FG:, & AS au diametre ST; 
ce qui donne lieu à-la conftruétion fuivante qui eft géné. 
rale. | 

Ayant pris fur la ligne indéfinie 4 P de part & d'autre 
du point B les parties BO, BR, égales chacune à la qua: 
triéme proportionnelle aux trois lignes D 4, 4B, BC; 
on menera par les points de milieu F, S;; l'un de 40, 
Pautre de AR; les droites FG, ST, paralleles à 4 0, & 
égales chacune à la troifiéme proportionnelle à 4 4 D, & 
à AB ; fcavoir, FG du côté oppofé au point C, & ST du 
même côté. Cela fait ,; on décrira deux différentes Parabo: 
les.dont l’une aura pour diametre GF & pour ordonnée F4, 
& l’autre pout diametre T'S & pour ordonnées S 4; je:dis 
que leurs portions indéfinies A4 GO M feront le lieu com- 
plet de tous les points cherchés #£. 

Car B O ou DR: & partant 4 Fou : AO = 26 


a 


b 


C 
2z 4 


RSS & de même 4S où + 4R——— 18% — = 
Donc &c. , 

On peut remarquer en paffant que fi l'angle donné, 
qui fe meut par fon fommet le long de Ja ligne DE, étoit 
égal au complement à deux droits de l'aigle CEM, fans 
rien changer au refte; c'eft-à-dire que les .poins WT tom- 
baffent fur la ligne E M. prolongée de l'autre côté du 
point E : le lieu de tous les points M feroit alors les por- 
tions. reftantes des deux Paraboles que l’on vient de dé- 
crire: 12H | À 
Si. les points 4, B., C, étoient fitués, différemment 
de cé qu'on Îles fuppofe dans cette figure, à laquelle on 


a açccommodé le saifonnement ; on arriveroit toûjours 


Nes) 
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comme l'on vient de faire à deux équations qui ne pour- 
roient être différentes des précédentes que par quelques 
fignes, & dont les lieux feroient par conféquent despor- 
ions de Paraboles que l’on décriroit avec la même faci- 
“lité. 
Le Comte Roger de Vintimille a propofé ce Problème 
avec quelques autres dans le Journal de Parme du mois 
d'Avril de l'année 1693. ce qui a donné occalion au Pere 
Saquerius de faire imprimer un petit Livre à Milan, dans 
lequel il avouë qu'il n'a pû réfoudre celui-ci, quoiqu'il 
fafle affez paroiïtre par la folution des autres qu'il eft fort 
verfe dans la Géométrie. 


EXEMPLE  V. 


| er BE E ligne droite indéfinie 4 P étant donnée de F1. 191. 
pofition , avec deux points fixes, €’, l'un fur cette droite, 
& l’autre au dehors ; foit décrite une Parabole 4 M 
qui ait pour parametre .une ligne quelconque, & pour 
axe la ligne 4 P dont l’origine foit en 43 & foit menée 
du point donné € ne perpendiculaire € M à cette Para- 
bole. On demande le lieu de tous les points M, dont il 
eft vifible qu'il y a une infinité; puifque changeant con- 
tinuellemenr de parametres, on peut décrire. une infinité 
de Paraboles différentes, qui ayent toutes pour axes la 
même droite indéfinie ÂP, dont l'origine foit toujours 
en À. 

Ayant mené par le point donné © la perpendiculaire 
CB fur 4P, & par un des points cherchés 7 que l'on 
regarde comme donné, les droites MP, MK, paralle- 
les à BC, AP ,& la rtangente MT ; on nommera les 
données AB , a; BC, b; & les inconnuës & indéter- 
minés AÂP, x; PM, y; ce qui donne CK—60—Y, 
MK—a+x. Or par la condition du Problème, lan- 
gle C MT eft droit; & par conféquent les triangles rec- 
tangles TP M, C KM, {feront femblables; car fi l'on ôte 
des angles droits C MT, K MP , le même angle K MT, 

K k 1], 








*X Art. 22. 


€7 23. 


PAT 
X Art, 324. 
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les reftes CMK, TMP, feront égaux. Donc TP *(2%x). 
PMi\y)::CK(6—y). KM(a+x). D'où l'on forme 
en multipliant les extrêmes & les moyens cette équation 
YY—by+2xx + 24 x—o, dont le lieu qui eft celui 
qu'on demande eft * une Ellipfe que l'on conftruit * en cette 
{orte. | | 
Ayant mené 4 D — : # perpendiculaire à .4P & du côté 
de PM, & tiré la droite indéfinie D L parallele à 4P, on 
rendra fur cette ligne la partie D E— + z du côté oppolé 


à P M; & de part & d'autre du point Eles parties EF, EG 


égales chacune à V 142 +246. Enfuite de l'axe FG qui 
ait pour parametre une ligné GH double de FG, on dé- 
crira une Ellipfe. Je dis que fa portion 4 M0 renfermée 
dans l’angle PA D ef le lieu de l'équation précédente; & 
par conféquent de tous les points cherchés 47, lorfquils 
tombent dans cet angle. | 
Car prolongeant PM, s'il eft néceffaire, jufqu'à ce qu'elle 
rencontre l’axe FG en L, on aura l’ordonnée ML— = 
— y, & EL—ïa+x, & par la propriété de l'Elipfe, 


FLxLGouEF—EL(:64—4x® xx) LM (2:64 
— by +yy):: FG.GH::1.2; ce qui donne en multipliant 
les extrêmes & les moyens 3 66—24ax—2xx— 7:04 
— by +3y. Donc &c. 

. Si l’on fuppofe à préfent que les points A7 tombent dans 
les angles BAD, BAR, on trouvera toûjours la même 
équation que ci-deflus, tant par la condition du Problème 
que par la propriété de l'Ellipfe; en obfervant de faire 4P 
= — +, & PM=——y,lorfque le point P tombe de l’autre 
côté de l’origine 4, & PM, de l’autre côté de la ligne AP, 
D'où il fuit que les porions de l'Ellipfe, que l’on vient de 
décrire, renfermées dans ces-angles font le lieu de ces 
points. 

On doit remarquer qu'il eft impoñlible qu'aucun des 
points cherchés A7 , tombe dans l'angle PAR, oppofé 
au fommet à l'angle B 4 D dans lequel eft iitué le point 
donné C, d'où doivent partir toutes les perpendiculai- 


DES PROBLEMES INDETERMINES. 261 
res aux Paraboles. Car fi d’un point quelconque pris dans 
cet angle PAR, on mene des droites comme MP, MT, 
perpendiculaires fur À P & CI, il eft vifible que les points 
PT, tomberont du même côté du point 4, & par confé- 
quent que cette ligne MT ne pourra être tangente en M 
comme le demande la queftion. 3 

Si l’on fuppofe que À P (x) devienne nulle ou zero , lé- 
quation précédente y y —by+2xx+4x—0 fe changera 
en celle-ci yy — &y —0, dont les deux racines fonty— 0, 
& y —b; ce qui fait voir qu’en tirant 40 parallele & égale 
à BC’, le lieu des points cherchés M pañlera par les deux 
points 4, O. On prouvera de même en fuppofant que le 
point P tombe de l'autre côté de l’origine À, & faifant 4 P 
(— x)—48B (4), que ce même lieu pañlera par les points 
B, C'; de forte que l'Ellipfe doit étre décrite autour du 
rectangle 4 B CO. Ceci donne lieu à une nouvelle conf- 
truétion que voici. | 

Soit formé le reétangle 4 B CO, & foit décrite * autour *45t, 176, 
de ce reétangle une Ellipfe, dont l'axe FG parallele aux 
côtés 4B,0 C’, foit à fon parametre G H, comme 1 eff à 2. 
Il eft évident qu’elle fera le lieu cherché. 


ROM AR QUE, 
353. ; la nature des lignes courbes telles que 4 M 


étoit exprimée par l'équation générale y°= x” 477 (les 
lettres #, #, marquent les expofans des puiflances de y 
& x tels qu'ils puiffent être } qui renferme * non feule- * Art.229. 
ment la Parabole ordinaire, mais encore celles de tous 
/ PTRA ,. . » x 
les dégrés à l'infini ; on auroit TP (2x). PM(y)::*Ar237. 


CK(b—y).KM(a+x). Ce qui donne y7-— by + xx 


71 . . . >] ‘ 
+-2x—0o, dont le lieu qui eft celui quon cherche, 


eft une Ellipfe que lon conftruira felon l’article 322. ou 
bien felon l’article 176, fi l’on obferve que cette Ellipfe 
doit pañler autour du reétangle donné ABC O, & que 
fon axe FG parallele aux côtés 4B, OC, doit être 
Kkis 








FiG, 197. 


FiG, 192. 
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à fon parametre GH-en la raifon donnée de m àn. 


REMARQUE IT 
3 5 4: S,; le centre E de l'Ellipfe qu'on vient de décrire 


tomboit fur l’origine À de l'axe commun 4P de toutes les 
Paraboles 4 M; & l'axe FG de l'Ellipfe fur l'axe À P des 
Paraboles : cette Ellipfe couperoit toutes ces différentes Pa- 
raboles à angles dtoits. On peut énoncer ce Théorème de 
la maniere qui fuit. 

Soient une infinité de Paraboles comme 4 M de tel 
dégré quon voudra, qui ayent toutes pour axe commun 
la même ligne 4 P, dont l'origine eft toüjours au même 
point 4; & foit une Ellipfe qui ait pour centre le point 4, 
& dont l'axe FG fitué fur À P foit à fon parametre, comme 
le nombre # expofant de la puiflance de AP(x) eft au 
nombre # expofant de la puiffance de P M (y) dans l'équa-. 
tion générale y” = x” 4"—” qui exprime la nature des Pa- 
raboles 4 M. Je dis que cette Ellipfe coupera toutes ces 
Paraboles à angles droits. 

Par le point M, ou elle coupe telle de ces Paraboles 
qu'on voudra, ayarit mené la tangente AT à cette Para- 
bole, & TS perpendiculaire à cette tangente ; il eft quef 
tion de prouver que MS touche l’Ellipfe au point 47. Pour 
en venir à bout, on tirera la perpendiculaire 47 P fur l'axe, 
& ayant nommé les indéterminées 4 P, x; PM, y; &la 
donnée FG, 27; on aura par la propriété de l'Ellipfe FP 








kxPG(ti—xx). PM(yy)::m.n, & partant wyy—nti 


* Art.237. 


* Art, 


7 


—nxx. Or à caufe des angles droits TPM,TMS, il 
vient PRE x). PM(y)::PM(y) PS—"2, & 


par conféquent AS ou APHPS = EN — | en 


mettant pour # y y la valeur que l'on vient de trouver #1 
— n x x. D'où l'on voitque AP. AF::4F.AS,& qu'ainfi 
"a ligag A7 S touche l'Ellipfe au point M. Ce qu'il falloit 


ec, 
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FPE NME PTE ET PV 


333: S O1ENT imaginées une infinité d'Hyperboles qui Fic. 193. 


ayent toutes pour Afymptotes communes les mêmes droi- 
tes 4 P, 40, données de pofition, qui font-entr’elles un 
angle droit PA O0; & foient concüës partir d’un point don- 
né C une infinité de perpendiculaires comme C M à ces 
Hyperboles. On demande le lieu de tous les points AZ, où 
chacune des droites C M rencontre l'Hyperbole à laquelle 
elle eft perpendiculaire. 

Ayant tiré les mêmes lignes que dans l'exemple pré- 
cédent, & les ayant nommées par les mêmes lettres, on 
arrivera de même à cette proportion TP * (x). PM 
(9):: CK(b—7y). KM(a—x); ce qui donne cette 
équation y —by—xx+ax—o, dont voici * le lieu. 

. Ayant pris fur l'Afymptote 4OQ parallele à PM, la 
partie À D — 146, & mené DL parallele à 4P; on 
prendra fur cette ligne la partie D E — = z du côté de 
PM, & de part & d'autre du point E , les parties EF, 


E G , égales chacune à VE = bb ou VI tu 
felon que z eft plus grand ou moindre que 4. On dé- 
crira enfuite de la ligné FG, comme premier axe dans 
le premier cas, & comme fecond dans le deuxiéme, deux 
Hyperboles oppofées équilateres. Je dis que leurs portions 
renfermées dans l'angle P 40, feront le lieu de cette 
équation , & par conféquent celui de tous les points cher- 
chés AZ. : 
… Car prolongeant PM (sil eft néceffaire } jufqu'à ce 
quelle rencontre l'axe FG, en L, on aura l’ordonnée 
ML +16—y, & la partie EL—x—£4; &* par Ja 
: > ————— 2 
propriété des Hyperboles équilateres EL + EF(xx— 


2 
ax+:0b)=LM(:166—by+yy). Donc &c. 
Si4— 6, la conftrution précédente n'a plus de lieu. 
cat la valeur du demi axe E F ou EG: devient nulle. Et 
comme équation précédente devient celle-ci ÿY—aÿ 
TAXE O0, OUVY— AY HS AA AXE TA 





* Art,107. 


* Art.330. 
ou 335. 


*Art. 12%. 








F1G. 194. 


FiG. 193. 


X Art.229. 


# Art.237. 
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de laquelle extrayant de part & d’autre la racine quarrée ; 
il vienty—la—mx—<aouy—x, À r4—y—X—;4 
ou y — 4 — +; il s'enfuit que fi l'on acheve le reétangle 
ABCO, & qu'on tire les deux diagonales 4C', B O :elles 
feront le lieu de tous les points cherchés M. Car la diago- 
nale 4 C eft le lieu de la premiere équation y — x, & 
l'autre diagonale B O ef le lieu de la deuxiéme y = 4 —x%. 


REMARQUE JL. 


356. S 1 la nature des lignes courbes qui ont pour Afymp- 
rotes les droites AB, AO, étoit exprimée par l'équation 
générale x” y—42"+" qui renferme * les Hyperboles de 


tous les dégrés à l'infini, on autoit _1 P * Ge x ). PM 


(y):: CK (b—y). KM (a—x); ce qui donne yy 


*Art.330. 


F1G. 194. 


E 1 . . 
— by — 2 xx — #x—0, dont le lieu-fe conftruit ‘ 
m m ? 


ainfi. 
Ayant trouvé le point E comme dans l'exemple, on 


prendra fur D L de part & d'autre du point E, les pat: 
ties EF, EG, égales chacune à Viua— TT bou 


4n 
V ns bhb— ua; felon quenza ef plus grand ou moin- 
dre que mb 4. Enfuite de la ligne FG comme premier 
axe dans le premier cas, & comme fecond dans le deu- 
xiéme, qui foit à fon parametre en læ raifon donnée de 
man, on décrira deux Hyperboles oppofées : leurs por- 
tions renfermées dans l'angle O 4 B ‘feront le lieu qu'on 


cherche, 
Sia.b::V m.v n, l'équation yy—46y—" XX+=AK—0 


+ LL 7 7 
fe change en celle-ci yy—«y V= — TL XXHT AK) 


| ñ na4 n E 
ouyy—ayN 24° xXx— — ax+ <= de la: 


m Am m m3 n 


quelle extrayant de part & d'autre la racine quarrée, il 
vient 
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- A yaht mené. par le point 7 où elle coupe telle de ces 
Hyperboles qu'on voudra, une tangente MT à cette Hy- 
perbole, &une perpendiculaire AS à cette tangente; il 
s’agit de prouver que l'angle T'MS fera droit. Pour le faire, - 
on tirera {]P perpendiculaire fur FAfymptote ZP; & 
ayant nommé les indérerminés 4P , x; PM, y; & la 
donnée FG', 255 on aura par la propriété de FHyperbole 
FM cette proportion FPxPG(xx—1#). PM(yy):: 


mn, 8 partant myy3—nxx—ntt Oràcaufe des angles 
droits TPM,TMS, il vient TP*(2 x). PM{y):PM 
(3). PS—"7. Et par conféquent 4S-ou AP —P S— 


—— 7 — — en mettant pour y y la valeur qu’on vient 
E « | 


de trouver nxx—n1#. D'où l’on voit que 48 eft troifié- 
me proportionnelle à 4P, ÀF; & Qqu'ainfi* la ligne MS 
souche l'Hyperbole FM au point M. Ce qu'il fulloit dé- 
montrer. 

Ex EM ;PLE, VII. 


35 8. EL. À Parabolé B AC étant donnée, on demande [é 
lieu de’tous les points AZ, tels qu'ayant mené de chacun de 
ces points ; deux tangentes MB, MC’, à cette Parabole;: 
l'angle B MC qu'elles comprennent foit toûjours égal à un 
angle donné. "æ 

IF peut arriver que l'angle donné BAC foit aigu, ob- 
tus, où droit; cé‘ qui fait trois différens cas. 
© Premier cas. Lorfque Fangle donné B MC eft aigu. 
Ayant mené * l'axe 4D de la Parabole donnée BAC, 
qui rencontre les tangentes AB, MC", aux points F, G, 
on tireræ fur cet axe des points touchans B, €, & du 
point de! concours A7, les perpendiculaires BD, CE, 
MP, Et ayant mené MN qui fafle fur l'axe 4 D lan- 
sle FNIM égal à l'angle F MG: complement à deux 
droits de l'angle donné B MC, on nommera les incon- 


nuës & indéterminées 4 P, x; PM, y; AF,5; AG, #5 
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& le parametre de l'axe AD, fcavoir, AW, a; lequel 


eft donné 
polé ; 


puifque la Parabole B AC eft donnée. Cela 
à caule du triangle reétangle FP M, on aura le 


2 


2 


quarré FM—55—25x+xx+yy, lequel étant di- 





== FN,à 





St 





SS——25X XX + yy: 





) donnera 


vilé par FG(s—# 


des triangles femblables FMG, FMN; & par- 


caufe 


, Je cherche 
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Si lon met 
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à pré 
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lon prend. fur l'axe la partie N Q égale au paramietre 
AV (a), & qu'on tire OT parallele à PM, & qui ren- 
contre en I la droite AN prolongée autant qu'il fera 
néceflaire x il eft vifible que la ligne © T fera donnée, 
puifque dans le triangle reétangle N OT, Fangle ONT 
qui eft égal à l'angle donné B MC eft donné, & que 
de plus le côté N © qui eft égal au parametre, 4} de 
l'axe de la Parabole , eft aufi donné. Soit donc Îa don- 
née OT —5, & à caufe des triangles femblables N PM, 
| GR 
KL ET RES AV yY+ ax 
PM{y)::4.6, &.. partant qaN yyEas —abx ab, | 


PAT À bb 
c'eft-à-dire en OÔtant les incommenfurables yy— = xx 


2 


NOT , on saura cette proportion, NP ( 


b b > ° . ° 1 . 
+ax+—x—"0b—0o, dont le lieu (qui eft celui 
à Z 4 
qu'on cherche) fe conftruit * en cette forte. 


Soit prife fur l'axe 4 D de la Parabole, la paitie 4H 
= + 4 + du côté de P M; & de part & d'autre du point 


aaVaa4 5h 
2bb ; & 





Hles parties HI, HK, égales chacune à 


foit décrite du premier axe I K qui foit à fon parametre KL 
comme 74 eft à #5, une Hyperbole K AZ. Je dis qu’elle 
fera le lieu de l'équation que l’on vient de trouver. 


Car HP=x— E4 ee , & par Ja propricté de P'Hy. 
perbole HP—H KT xx—lax— X + aa), PM 
(yy)::TK:KL::a 4.060 63 ce qui donne, en.multipliant 


les extrêmes & les moyens, l'équation précédente. 


Il eft à propos de remarquer que dans ce cas FN 
fera toûüjours moindre que FP; puifque l'angle FN, 
qu'on a pris égal au complement à deux droits de l'an- 


| k 4 X y — A | 
gle donné ; eft obrtus. C’eft pourquoi = valeur de 
| 4V y) + 4x 


FP—EFN doit être pofitive; & par conféquent + doit 
toûjours furpañler + 4. D’où l'on voit que quoiqu'il y ait 
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une portion: de l'Hyperbole oppofée à K M qui foit ren- 
fermée dans l'angle PA fai par la ligne Z P & par la 
droite 477 menée parallelement à PAM & du même côté, 
elle ne peut pas néanmoins faire partie du lieu des points 47; 
parce que AI étant moindre que + z, l'indéterminée 4P 
qui feroit alors moindre que 417, feroit à plus forte raifon 
moindre que + z. Per 

Second cas. Lorfque l'angle donné eft obtus. En fup- 
pofant que les points A7 tombent dans l'angle PA, 
& par un raifonnement femblable à celui du premier cas, 
on trouvera la même équation , & par conféquent Îa 
conftruétion du lieu demeurera la même. Mais il faut 
obferver dans ce fecond cas que FN fera plas grande 
que FP, & qu'ainfi la valeur ar de FP— FN de- 

4 a x 

viendra négative; d’où il fuit aies fera toûjours moindre 
que + 4, & partant que le lieu cherché fera alors la por- 
tion de l’Hyperbole qui s'étend du même côté de la Para- 
bole, laquelle fe trouve renfermée dans cet angle P47. 
Et comme en fuppofant que les points 47 tombent dans 
l'angle D 4 7; on trouve encore la méme équation, il 
s'enfuit que cette Hyperbole entiere fera le lieu de tous les 
points cherchés AZ. 

De-là il eft évident que fiune Hyperbole K Meft le lieu 
de tousles points A7, lorfque l'angle donné B MC eft aigu, 
{0h oppofée fera le lieu de tous ces points lorfque l'angle 
donné fera égal au complement à deux droits de l'angle 
B MC , parce qu’alors les lignes données 4 & & qui déter. 
minent la conitruétion des Hyperboles demeurent les 
mêmes. : | 

T'roifiéme cas. Lorfque l'angle donné eft droit. Il ef ie 1963 
clair que “FAN eft alors égal à FP, & qu'ainf la valeur © 197. 
ET de FP— FN fera nulle ou zero. D'où l'on 
aVyy+ax 
voit * que fi l'on prend fur Faxe 4 D prolongé versifon * 4.306. 
origine À la partie AP— +4, & qu'on lui mene la per- 
pendiculaire indéfinie ? M; cette ligne qui n'eft autre 


Lili 

















F1G. 196, 
7 197. 
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que la direétrice comme l’on peut voir dans les définitions 
de la Parabole, fera le lieu cherché, : 


COR OLIT A TRE: 


3 5 9: S 1 l’on mere le demi-fecond axe HO, & qu'on 
tire l’hypothenufe KO ; les triangles rectangles K HO, 
NOT feront femblables : car puifque le fecond axe eft 
moyen proportionnel entre le premier IK & fon para. 


metre KL, il s'enfuit que KE H0::IK K1L:22 


# Art, 74. 


bb, & qu'ainfi KH, HO::NO(a). OT (6). L'angle 
HK O (qui felon la définition 11. du 3. Livre, eft égal 
à la moitié de l'angle fait par les Afymptotes de lHy- 

erbole* K M) fera donc égal à l'angle O NT; c’eftà- 
dire, à l'angle donné B MC; & on aura NO (4). OT 


aaVan- aVaa 
(2)::KH | 4 — ). HO= EE; & NO (4). 


2bb 

NT (Vaa+bb) EL (LEE). KO" 
Or fi lon pofe l'hypothenufe KO du triangle reétangle 
K HO fair par les deux demi-axes HK, HO, fur le 
premier axe I K depuis le centre H, en R & S; il eft 
clair * que ces deux points feront les deux foyers de 


l'Hyperbole K M & de fon oppofée; & que RA—;: 4, 

















. 3 bb 3 2 A ? 
_ puifque HR — LEE & AH—ia+ — D'où l'on 
) £ 


* Def. 3,4; 
5 


FiG, 196. 


# rt. 4 


2bb 2 bb 


voit que le foyer R de l'Hyperbole K M ef snepié le 


foyer * de la Parabole BAC, & que SR (= 


en 


HO ee) 2:10 (SES), AR(<az), puif 


qu'en multipliant les extrêmes & les moyens, on forme le 
même produit. Ce qui donne lieu à ce Théorème. 

Si fur la diftance S R des foyers d'une Hyperbole 
K M, on prend du côté de S, la partie R 4 troifiéme 
proportionnelle à cette diffance SR, & à la moitié HQ 
de fon fecond axe; & qu'ayant décrit * une Parabole 
B 4C qui ait pour foyer le point R, & pour axe la li: 


Des PROBLEMES INDETERMINES. 271 
gné AR dont l'origine foit en À, on tire d’un point quel- 
conque M de l'Hyperbole K M deux tangentes MB, MC, 
à cette Parabole : je dis que l'angle B MC qu’elles com- 
prennent, fera toüjours égal à la moitié de l'angle fait par 
les Afymptotes; & que fi l’on prend le point A7 {ur l'Hyper- 
_bole oppofée, l'angle compris par les tangentes, fera toû- 
jours égal au complement à deux droits de la moitié de 
l'angle fait par les Afymptotes, 


Ex Era Er 'V'P ET: 


360. U NE ligne droite indéfinie B 4 P étant donnée Fi. 198. 
de pofition fur un plan avec deux points fixes 4, D, 
lun fur cette ligne & l’autre au dehors; on demande le 
lieu de tous les points A7, dont la prôpricté foit telle 
qu'ayant mené de chacun de ces points aux deux points 
fixes 4, D, les droites MH 4, MD : la ligne À M foit 
tobjours égale à la partie WE de l'autre droite D M, prife 
entre le point 7 & le point E où elle rencontre la li- 
gne 7 P. | 
Du point donné D & du point VI que l'on fuppofe être 
l'un des points cherchés, ayant mené les perpendiculaires 
BD , MP, fur la ligne 4P on nommera les données 4B, 
24; BD, 284; & les inconnuës & indéterminées 4P, x; 
PM, y : & on aura AP —P EF; puifque {hyt.) AM=—ME. 
Or les triangles femblables E B D, EP M, donnent EB 
où ÂAE—AB(2x—2a). BD(26)::EP (x). PM(y). 
En multipliant donc les extrêèmes & les moyens, on for- 
mera cette équation xy—47—bx, qui renferme la con- 
dition marquée dans le Problème, & dont le lieu qui ef * *Æt.337. 
une Hyperbole équilatere entre les Afymptotes fe conftruit 
ain{i. 
Soit tirée la ligne Z D que l’on divifera par le milieu 
en C, par où lon menera les droites CF, € G;, l'une pa- 
rallele & l’autre perpendiculaire à À P : foient décrites. 
entre les Afymptotes CF, CG, indéfiniment prolongées 
de part & d'autre du point C, par les points D, 4, * he 
__&rE 
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les deux Hyperboles oppofées D M, 4 M qui font * équi- 
lateres. Je dis qu’elles feront le lieu complet de tous les 
points cherchés AZ. 

Car les Afymptotes CF, CG, divifent les droites 4B, 
BD en deux parties égales aux points L, K, puilque 
A D eft divifée par le milieu en C ;°& partant lorfque 
les points P tombent fur 4B prolongée indéfiniment 
du côté de B, comme l’on vient de fuppofer en faifant 
le calcul, la ligne P Lou CH—x—4x, HM=—=7y—b6; 
& par la proprieté * de l'Hyperbole CH x HM 


| (xy—ay—bx+ab)=CKx*xKD (4b):ce qui donne 


AVETAŸTE Xs 

Si l'on fuppofe à préfent que les points P tombent fur 
B À indéfiniment prolongée du côté de 4, ou fur la par- 
tie déterminée AB ; on trouvera toûjours (en obfervant 
de faire AP—— x, & P M— — ylorfquils tombent de 
l'autre côté du point À & de la ligne 4 P) la même 
équarion xy —#4ÿ=bx; tant par la condition marquée 
dans le Problème que par la proprieté de l'Hyperbole 
AM ou DM. Donc &c. : 


C o:RO LL'AIRE, 


AN D ES il eft évident que Îles parties MR, 
MS des deux droites AM, D M, comprifes entre le 
point M7 & l’une ou l’autre des Afymptotes, font égales 
entr'elles, Car 1°. Lorfque l'Afymptote, comme C F, eft 
parallele. à la ligne 4P, l'angle RS M eft égal à l'angle 
AE M,:& l'angle SRM à l'angle MAE. 2°. Lorique 
l'Afymptote, comme € G, eft perpendiculaire à AP, 
l'angle RS M fera le complement à un droit de l'angle 
AE M à caufe du triangle reétangle S LE , & de même 
l'angle SRM ou fon oppofé au fommet AR L eft le 
complement à un droit de l'angle E AM à caufe du 
triangle re&tangle R AL. Donc puifque les angles E AM, 
AE M, font égaux, il s'enfuit que le triangle RMS fera 
ifofcelle , & qu'ainfi les côtés MR, MS, feront égaux 

entr'eux 
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plus grande, ou moindre que C À (c). Voici la conftruc-: 
tion du dernier cas. | 

Soit prife fur la ligne Z ? la partie AR = —— du 
côté oppofé à P M; & de part & d'autre du point R les 
parties RI, RK, égales chacune à ee 5 & foit dé- 
crites du premier axe F K qui ait pour parametre KE =" 
une Hyperbole. Je dis que à portion indéfinie D AZ ren- 
fermée dans l'angle P 4 D fait par la ligne Æ'P & par la 
droite 4 D menée parallelement à P AT & du même côté, 
fera le lieu de cette équation. | 

Car par la propriété de l'Hyperbole, RP—RI 
in Late RE | ——> . 2aab 2HaN\. 
sr +2x) PM y)::EK ==) KL Tr) 
eé*qui redonne l'équation précedente. 

S1 lon fuppofe à préfent que les points MT tombent dans 
l'angle K AD. qui. eft à côté de l’angle PA D;, on trouvera 
encore (en faifant 4P —— x) la même équation, doù 
il fuit que la portion déterminée ID de l'Hyperbole I M, 
avec la moitié entiere de l’'Hyperbole qui lui eft oppolée. 
fera le lieu de ces points, & qu'ainfi ces deux Hyperboles 
oppofées compofent le lieu complet de tous les points cher- 
chés 4Z: où l’on doit obferver que la portion S IF ren- 
fermée dans le cercle BNO eft inutile, puifqu'aucun des, 
points de concours 4 des deux tangentes N HZ, O M, à 


ce cercle, ne peuvent tomber au dedans. 
4añC 


Il eft à propos de remarquer que R A (= | 








VER IKxKL, comme l’on voit en. mettant 
pour ces lignes leurs valeurs analytiques ; & qu'ain- 
li puifque le reétangle 1K x KL vaut le quarré de la 
moitié du. fecond axe ; le point 4 fera * l'un des foyers 


de l'Hyperbole IA. Or puifque AI ou AR —RI 
RL rent AA a a & ANA RARE aac{nab 


ec hi ie UR ce — bb 
# 4 


RE à il s'enfuit qu'on peut abreger la conftruciion 


mat 
es 
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précedente en cette forte. | | 
Soient prifes fur la ligne À C' du côté de C’, les parties 
AT, AK , troifiémes proporftionnelles à 4F (c+b), AB 
(a), & à AE (c—6),AB(a4); & foient décrites du pre- 
mier axe 1K, & du foyer 4 * deux Hyperboles oppoiées. * Art, 764 
I! eft évident qu’elles feront Le lieu de rous les points cher- | 
chés WT. 
 Lorfqu CE (4) eft plus grande que C A (c), la conf: 
truétion de l’Ellipfe qui eft le lieu des points cherchés 47, 
fe fera de la même maniere que pour l'Hyperbole , en ob- 
fervant de prendre la partie 4K de l’autre côté du point 4 
par rapport au point C. Et enfin lorfque CE (6) =C A . 
(c), iln'y aura qu'à prendre fur la ligne À C du côté de C', FiG, 208: 
la partie 41 troifiéme proportionnelle à 4 F, 4B, & pour 
axe la ligne J 4 dont l'origine foit en I. 


COROLLAIRE IL Pour L'ÉELLIPSE. ET:LES 
HYPERBOLES OPPOSE ES, 


AS fe Po il eft évident que fi de l’un des foyers Æ Fi. 195: 
d'une EÉllipfe ou de deux Hyperboles oppofées, dont le pre- 

nuer axe eft IK,.on décrit un cercle quelconque BNO; | 
& qu'ayant pris fur cet axe des parties AE, À F, troilié- 

mes propor#onnelles à 4K, 4B,& à AT, & AB, (f{ça- 

voit ÀE du côté du point K, & 4F du côté du point 1) 

on décrive du diametre EF un cercle EG F : il eft évi- 

dent, dis-je, que fi l’on tire d’un point quelconque A4 de 

la Se&tion, deux tangentes MN, MO, au cercle BNO, 

la Hghe ON qui joint les points rouchans, étant pro- 

longée , s'il eft néceflaire , touchera toujours l'autre cer- 


cle EG F. 


COROLLAIRE IL Pour LA PARABOLE, 


‘ 


3 64. Ï: fuit encore de la réfolution de ce Problème, Frc, 2004 
que fi du foyer À d'une Parabole 1 M dont l'axe 14 à 
M m i 











FrG. 207 e 
202,203. 


ÆArt,324. 
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fon origine en F, on décrit un cercle quelconque B NO; 
& qu'ayant pris fur Faxe du côté de fon origine, la partie 
AF troifiéme proportionnellé à 41, AB, on décrive un 
cercle 4GF du diametre 4F; & qu rt l'on tire d’un 
point quelconque A4 de de la Parabole deux tangentes 
MN, MO, au cercle BNO : la ligne NO qui joint les 
points touchans, étant prolongée, s'il eft nécefaire, tou- 
chera toüours le cercle AG F'en un point G. 


LA 


QE X:E M. P LE V. 
365: Fe E ligne droite indéfinie À P étant donnée fur 


un plan, avec un point fixe F hors d'elle ; trouver le lieu 
de tous les points 47, dont la proprieté foit telle qu'ayant 
mené de chacun de ces points une perpendiculaire A7 P 
{ur AP, & au point F'une ligne droite MF; la raifon de 
M P à MF foit toujours la même, que celle de la données 
à la donnée &. 

Ayant mené du point donné F fur la ligne 4 P la per- 
pendiculaire F 4, & du point M que lon fuppofe ètre l’un 
des cherchés, une parallele M0 à 4P, on nommera ka 
donnée A F', c; & les inconnuës & écnae AP: 


PM, y; qui font entr'elles: un angle droit 4 P M. Cela 
pofé, le triangle re@tangle M0 F donne MF —=F# Q'(ce 
— 2 cy+yy)+ MO, (xx), & à caufe de la condition 








——— 2 ——— 2 
marquée dans le Problème on aura MP (yy). MF(ce 
—2(y+yy+xx)::a4.0b; d'où (en multipliant les 
moyens & les extrêmes ) on tire ‘cette équation 4 4 yy — 
bbyy—2aacy+aaxx+aacc—0o, dont il s’agit main- 
tenant de conftruire le lieu. Pour en venir à bout, il faut 
diftinguer trois différens cas felon que # eft plus g grand, 
moindre, ou égal à 4. 

Premier cas. En divifant par #2 4— 46, on trouve 


2A4AC A & ñfaccC an. 
DR Se gp NT Re 
dont le lieu eft une Ellipfe * que lon CORRE en cette 


forte. 





cette équation 3 4 pes 
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Soit prife fut 4 F du côté de F, la partie 4C 





point C une parallele K H à 4P, 


le 


& ayant mené par 
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à fon parametre KLcommeza—46# 


{oit décrite une Ellipfe. 


de l'axe K H qui foit 


etàaza, 


Je dis qu'elle fera le lieu 


2 


Car par la proprieté de l'Ellipfe, KE x EH ou CH 
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27% | Livre HuiTir'uer. 
avoit fait les mêmes remarques, que dans le cas précedent; 
on trouvera cette conftruction. | 

Soient prifes fur F4 du côté du point À Îles parties 
FB = FD=— "+. Ayant pris DG égal àBF 
du côté oppofé au point F, foient * décrites des foyers 
F,G, & du premier axe B D, deux Hyperboles oppo- 
fées BM, DM. Elles feront le lieu de tous les points 
cherchés 4. 

Troifiéme cas. L'équation générale 4ayy — bbyy.— 24ay 
+ dAXX + 4acc == 0 {e changeant en cette autre xx —2cy 
+cc—0, parce que z—6, fon lieu eft une Parabole 
qu'il eft facile de conftruire felon l’article 310. (Liv. 7.) 
mais on voit tout d'un coup & fans avoir befoin d’aueun 
calcul , que fi on décrit une Parabole qui ait pour direc- 
trice la ligne 4 P, & pour foyer le point F, felon qu'il eft 
enfeigné dans la définition premiere du premier Livre, 
elle fera le lieu requis. 


Gsor D 1LA ER EE 
3 66 | Left clair dans Île premier cas, queCF ( DE), 


CB (=) CB ES). CA(—— 14.0, À 


l’on trouve la même chofe dans le fecond cas : ce qui. 
donne lieu à ce Theorême., 

Si dans une Ellipfe ou deux Hyperboles oppofées qui 
ont pour centre le point C', pour foyers les deux points 
F, G,-& pour premier axe la ligne BD, son :prend C 4 
troifiéme proportionnelle à CF, CB ,.du.côté du foyer F; 
& qu'on mene la droite indéfinie 4 P perpendiculaire fur 
B D: je dis que fi d'un point quelconque M dela Se&ion, 
lon tire fur ÀP la perpendiculaire MP, & au foyer F 
la droite MF; la raïfon de MP à MF, fera toûjours la 
même que du premier axe B D à la diftance FG des 
foyers. 

Dans les Corollaires fuivans cette ligne droite indé- 
finie 4P sappellera Déreffrice à l'égard de ces deux 


ES 





\ 
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Settions; aufli-bien qu'à l'égard de la Parabole. D'où l’on 
voit qu'il eft facile de décrire une Seëtion conique qui ait 
pour foyer un point donné F, pour direëtrice une ligne 
donnée de polition 4 P, & qui pafle par un point donné 
M: car tirant au foyer Fla ligne MF, & fur la diretrice 
AP la perpendiculaire MP, & nommant les données 
MP,4a: MF, b;il n'y aura qu'à décrirele lieu des points 
M tels que M P Loir toùjours à A7 F comme # eft à 6. 


CÉOROLLAIRE IL. 


367.1 l'on Joint deux points quelconques M, N, 
d'une Seétion conique, par une ligne droite qui ren- 
contre la direétrice en €’; & que du: foyer F, on tire les 
droites FM, FN,FC : je dis que la ligne FC coupe 
en deux parties égales l'angle N FH complement à deux 
droits de l'angle NF M, lorfque les points M, N, 
tombent fur une Parabole, Ellipfe, ou Hyperbole ; & 
l'angle NFM, lorfqu'ils tombent fur deux Hyperboles 
oppofées. 

Car tirant les perpendiculaires MP, NO, fur la di- 
reétrice, & la ligne N D parallele à MF; les triangles: 
femblables HMPC,NOC,& MFC,NDC,donnent JP. 
NO::MC.NC::MEF. ND. Et partant MP. MF:# 
N 0. ND. Or par la proprieté de la Seétion conique qui: 
a pour directrice la ligne PQ, & pour foyer le point F, on 
aura MP.MF::NO. NF, Les bones ND, NF,feront 
donc égales entr'elles; c’eft pourquoi dans le premier cas 
l'angle N D F'ou C FH fera égal à l'angle C FN, & dans 
le fecond l’angle FD N ou CF M fera égal à l'angle 
CFN. Ce qu'il falloir prouver. 


COROLLATRE:, FIL 


306. 1). LA. On voit cemment on peut décrire une 
Parabole , Ellipfe , ou Hyperbole qui pale par trois 


F1G. 264, 


20Q 9 


F1G, 204; 
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points donnés M7, N, O0, & Qui ait pour foyer le point 
donné F. 

Soient menées par le foyer F, les droites FC, FE, 
qui divifent par le milieu les angles N FH, NFK, com- 
plemens à deux droité$tdes angles donnés MFN,OFN; 
& par les points €, E, où elles rencontrent les lignes 
MN,ON , qui joignent les points donnés, foit tirée 
une ligne droite indéfinie CE. Soit décrite une Seëtion 
conique qui ait pour direëtrice la ligne CE, pour foyer le 
point F, & qui pañle par le point 47 : il eft clair felon le 
Corollaire précedent qu'elle paflera auñli par les deux au: 
tres points N, O. : 


CFO RO L L'AER FE LV. 


309. O N tire encore du Corollaire fecond une maniere 
de décrire deux Hyperboles oppofées qui ayent:pour foyer 
le point F;, & dont l’une d'elles pañle par deux points don- 
nés A7, O , & l’autre par un point donné N. 

Soit menée par le point F' la ligne FE qui divife par le 
milieu l'angle H FO complement à deux droits de l'angle 
M FO formé par les droites FM, FO, tirées du point F 
aux deux points M,0, qui doivent fe trouver dans la même 
Hyperbole; & foit encore menée par le même point Fla. 
ligne FC, qui divife en deux parties égales l'angle MFN 
formé par les droites FM, FN, tirées du point F aux 
deux points A7, N, qui doivent tomber fur les deux Hy- 
perboles oppofées. Par les points E, C', où les lignes FE, 


FC, rencontrent les droites MO, MN, qui joignent les 


points donnés, foit tirée une ligne droite indéfinie EC. 
Soient enfin décrites deux Hyperboles oppofées, qui 
ayent pour foyer le point F, pour direétrice la ligne EC, 
& dont lune d'elles pañle par le point A : il eft évident 
qu'elles fatisfont à la queftion, 


Coroz, V. 
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370 L ES mêmes chofes étant pofées que dans le Co- Fic. 204. 
| rollaire fecond; il eft vifible que l'angle MF N différence 
| de l'angle CF M & de fon complement à deux droits 
| CFH ou C'FN, diminué à mefure que le point N ap- 
| proche du point A; de forte qu’il s'évanouit tout-à-fait, 
| lorfque le point N tombe fur le point M. L’angle CFM 
| fera donc égal alors à fon complement à deux droits, & par 
| conféquent il fera droit. Or comme la ligne MN de- 
vient alors la tangente MT, puifqu'elle pafle * par deux “Art.188, 
| points infiniment proches de la courbe; on voit naître | 
lune maniere générale & toute nouvelle de mener d’un 
| point donné 47 fur une Setion conique , une tangente 
| MT, un foyer F avec l'axe qui pañle par ce foyer étant 
| donnés. 
Car ayant trouvé la direétrice comme il eft enfeigné dans 
| le Corollaire fecond, on menera du point donné 4 au 
| foyer F la droite MF, fur laquelle on tirera la perpendicu- 
lire FT qui rencontre la direétrice en T', par où & par le 
point donné 47 on tirera la tangente cherchée MT. 
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ExEMPLE XI. 


37 le D EUX angles KAM, KBM, mobiles autour Fic. 206. 
des points fixes 4, B, étant donnés fur un plan, avec une 
ligne droite indéfinie FK qui ne pañle par aucun de ces 
points; foit imaginé le point de concours K des deux cô- 
és AK, BK, fe mouvoir le long de la droite FK, & foit 
propofé de trouver la nature de la ligne courbe que décrit 
dans ce mouvement le concours M] des deux autres côtés 
AM, B M prolongés lorfqu'il eft néceffaire de l’autre côté 
des points 4, B. 

Sur AB, comme corde, je décris de l’autre côté du 
point M7, un arc de cercle capable d'un angle B D 4 
qui vaille quatre droits moins les deux angles donnés 
KAM, KB M; & ayant achevé le cercle ae dons: 
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cet arc fait partie, il peut arriver que la droite indéfinie 
F K tombe toute entiere au dehors de ce cercle, ou qu’elle 
pañfe au dedans, ou enfin qu'elle le touche ; ce qui fait trois 
_différens cas que j'explique en particulier. 

Premier cas. Du centre C du cercle BD ZE je mene 
fur FK, la perpendiculaire C F qui le rencontre aux 
points D , E; & je fais paffer par le point D (plus proche 
de la ligne FK que l’autre point E ) les deux côtés D 4, 
DB, des deux angles D AP, D BQ, égaux aux angles 
K AM, KB M, lefquels côtés étant prolongés vers D 
rencontrent la ligne FK, aux points G,H. Or parka 
conftruttion l'angle B D À plus les deux angles D AP, 
D BQ, vaut quatre droits; & comme Île même angle 
B D À plus les deux angles D 4B, D B 4, vaut dewx 
droits; 1l s'enfuit que les angles B 4P, AB ©, vallent 
deux droits, & qu'ainfi les lignes 4 P, B ©, font paralleles 
entrelles. Cela pofé. | 

Soit mené du point K fur les deux côtés, 4D, BD; 
les perpendiculaires KR, KS; & des points*4, M, für les 
deux autres côtés B 0, AP, les’ perpendiculaires AI, 
M P , qui rencontrent B ©, aux points 1, ©. Soient les 
données FE—4, FD—6,BI=c,A1—=d,FG=—e, 
FH=h,DG=m,DH=—n; & les inconnuës FK—x, 
AP = x, PM=—7y; & à caufe des triangles reétangles 
femblables, GDF,GKR, on aura ces deux propor: 


tions: GD(m).GF(g)::GK(x—g) GR=%-SHE 
GD(m).DF():GK(x—g). KR— "2%, Or les trian- 
gles reétangles femblables GDF, EDA, donnent auff 
GD(#). DF(6):ED(a—b) ADI, à pat 
tant 4 D +D G ou AG— >, & AG+GR 


ou AR = EEE POSE 


2/1 


5 parce que #7 


—0b0+gg à caufe du triangle reftangle DFG. Mais 
les triangles reétangles ARK, 4 P M, font femblabless 
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mêmes lettres que dans le premier cas, &. fait les mêmes 


raifonnemens ; on arrivera à cette équation. 


b 
YY+dy—-xx+ — X—=0 
bc bd 
f f 
cgh dgh 


qui ne differe de la précedente que dans quelques fignes ; 
& dont le lieu que l’on pourra conftruire felon l'article 
332. (Liv. 7.) fera toüjours deux Hyperboles oppofées, 


b s AS / / 

parce que le terme — x x fera toûjours précedé du figne — 
a 

dans ce fecond cas, 


Comme le plan xy ne fe rencontre point dans les deux 
équations précedentes , & que l'angle 4P M eft droit ; 
on connoït d'abord que l’un des axes de l'Ellipfe dans le 
premier cas, & des Hyperboles oppofées dans le fecond, 
doit être parallele aux lignes 4P, B 0; & qu'il a avec 
fon parametre la même raifon que EF (2) à F D (6) parce 


que Îa fraétion - qui multiplie Île quarré x x exprime ce 
rapport. 

Lorfque fe point K en parcourant {a ligne indéfinie K F 
arrive au point O où cette ligne rencontre la circonfe- 
rence, il eft clair que les côtés AM, BM, qui décri- 
vent par leur point de concours M l'Hyperbole BAM 
deviennent paralleles entr'eux; qu'ils fe coupent vers le 
côté oppofé , pendant que le point K parcourt la partie 
OL dela ligne K F renfermée dans la circonference; qu'ils 
deviennent encore paralleles, lorfque le point K tombe en 
L, après quoi ils fe rencontrent de nouveau vers le même 
côté. D'où lon.voit que le point M décrit l'Hyperbole 
B 4 M, pendant que le point K parcourt les deux parties 
indéfinies de la droite K F qui tombent de part & d’autre de 
{a circonférence; & qu'il décrit fon oppofée, pendant que 


Te point K parcourt la partie OL renfermée dans la cir- 
conference. 


Troifiéme cas. Comme dans €e troifiéme cas la droite 
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fe fervira en leur place destriangles 
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AP(x)PM\y 


sm} 
Cire / 





); d'où l'on tire 42— 
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particulier qu'il fera une Ellipfe dans le premier cas, deux 
Hyperboles oppolées dans le fecond , & une Parabole 
dans le troifiéme ; & que dans le premier & le fecond 
cas , l'axe qui eft parallele à AP, aura avec fon para- 
metre , la même raifon que EF à F D. 2°. Que dans le 
premier & le troifiéme cas les deux points fixes 4,B, 
autour defquels tournent les axes mobiles K 4 M, KBM, 
tomberont toüjours du même côté de la ligne FK , au lieu 
que dans le fecondils peuvent tomber non feulement du 
même côté de cette ligne, mais encore de part & d’autres 
parce que Îa circonférence du cercle AD B E fur laquelle 
ils font fitués , eft coupée alors en deux portions par la ligne 
FK. 


è RE M AR O0 E À 


UE Dh ligne quelconque qui pañfle par l’un des 
points fixes 4 ou B, comme 4M, étant donnée , on 
pourra toûjouts trouver fur cette ligne le point 47 où 
elle rencontre la Section qui eft le lieu requis, en cette 
forte. Ayant mené la droite 4K qui faffle avec 4M 
l'angle MAK égal à l'angle donné qui doit tourner au- 
tour du point fixe À, on‘menera du point K où elle ren- 
contre la droite FK, par le point fixe B , l'angle KB M 
égal à l’autre angle donné, qui doit tourner autour de 
l'autre point fixe B ; & le point A où le côté BA de 
cet angle rencontre la ligne 4 M, fera celui qu’on cher- 
che. 2°. Lorfque le point K en parcourant la ligne FK, 
fe trouve tellement fitué que le côté 4M de langle 
K A M tombe für la ligne 4B ; il eft vifible que le point 
de concours M des deux côtés 4 M, B M, tombe alors 
fur le point B, & qu'ainfi le lieu des points #7 pañle par 
le point fixe B ; on prouvera de même quil pañle par le 
point À, | 
De-là on voit que pout décrire la Se&tion conique qui 
eft le lieu des points cherchés 7 , fans avoir befoin da 
équations précédentes , il n’y a qu'à mener comme dans 


l'exemple les droites 4 P, AT; fur lefquelles ayant 
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trouvé, felon cette remarque, les points où elles rencon- 
trent la Se@ion, & achevé le reétangle qui a pour côtés 
ces deux lignes, il n’y aura qu'à décrire * autour de ce 
rettangle, l’Ellipfe ou les deux Hyperboles oppofées ( fe- 
Jon que FK tombe au dehors ou au dedans du cercle), 
dont l'axe qui eft parallele à 4 P foit à fon conjugué, 
comme le quarré de E Feft au quarré de D F. Si la Sec- 
tion eft une Parabole ( ce qui arrive lorfque la ligne KF 
touche le cercle B D 4); on trouvera fur la ligne 41 
le point où elle rencontre la Seétion, & on décrira fe- 
lon l’article 170. ( Liv. 4. ) une Parabole qui pafñfe par ce 
point, & par les deux autres donnés, 4, B; & dont les 
diametres foient paralleles aux lignes 4 P, B 0. 


REMARQUE Il. 


37 3° L ORSQUE le point K en parcourant la ligne 
FK eft tellement fitué que le côté 4 M de l'angle K 4 M 
tombe fur AB, il eft clair non-feulement que le point 47 
tombe en B ; mais aufli que le côté B Mde l'angle KBM 
devient tangente * en B de la ligne courbe qui eft le lieu 
du point M, puifque le point AZ peut être regardé alors 
comme étant infiniment près du point B. D'où il fuit que 
pour mener une tangente de ce lieu en B, il n'y a qu'à 
mener par le point À une ligne droite 4C qui fafle avec 
B À un angle B AC égal à l'angle donné K 4 M, & ti- 
rer enfuite une ligne B D, qui fafle avec B C l'angle C BD 
égal à l’autre angle donné K B M; car le coté B M de cet 
angle , qui devient BD, touchera la Seëtion en B, Il en 
eft de même de l'autre point fixe À. 

De-là on tire encore une maniere très facile de décri- 
re la Section conique qui eft le lieu de tous les points M 
fans avoir befoin des équations precedentes, ni même 
d'aucun calcul. Ayant mené par le point fixe B une tan- 
gente BD, & par l’autre point fixe 4 une parallele 4E 
à cette tangente, on trouvera * fur cette ligne le point 
E où elle rencontre la Seétion, & l'ayant divifée par le 


* Art.176, 
© 178. 


F1G. 208. 


FIG. 200, 


* Art.188, 


FiG. 209, 


*Art.377. 


milieu en H on tirera BH, fur laquelle on cherchera * x 422. 
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aufli le point G où elle rencontre la Section. Cela fait ; 


* Art,x61, on décrira * du diametre BG & de l’ordonnée H Aou 


CT 102. 


HE, une Setion conique, qui fera celle qu'on deman- 
de. Car il eft vilible que la ligne BG qui divife par le 
milieu en F7 la ligne ÀE terminée par la Section & pa- 
rallele à latangente en B, en fera un diametre qui aura 
pour ordonnée la ligne 4H. Où l’on doit remarquer 
que lorfque le point H tombe entre les points B, G,la 
Section eft une Ellipfe ; que lorfqu'il tombe de part ou 
d'autre de ces deux points, ce font deux Hyperboles op- 
pofées ; & qu'enfin lorfque la ligne B G eft infinié, la 
Section eft une Parabole, di: 


CXO:R:O0L LANLRE FT: 


Fic. 210. 374 Eter exemple nous fournit le moyen de faire 


paffer par quatre points donnés 4, B, H, M, une Sec- 
tion conique d’une efpece déterminée. | 
Car 1°. Soit la Section conique une Ellipfe , dont le 
grand axe foit à fon parametre, en la raifon donnée de 
a à6. Je forme le triangle 4 BH, en joignant trois des 
points donnés par des lignes droites ; & du quatriéme 
point A , je fais pafler par les points 4, B, les angles 
MAK , MBK , égaux auxanglesG AH, RB À, com- 
plements à deux droits des angles H AB, HB À. Je 
décris fur 4 B comme corde de l’autre côté du point 
I un arc de cercle B D À capable d’un angle qui vaille 
quatre droits moins les deux angles KA4M , KBM; 
& du centre C de cet arc, je décris un autre cercle dont 
le rayon CF foit au rayon € D du premier, comme 
a +b eft à z —b; & du point de concours K des deux 
côtés AK, BK, des angles M AK, MBK, je tire 
une tangente K F à ce dernier cercle. Maintenant je dis 
ue filon fait mouvoir le point K le long de la droite 
indéfinie F K ; le point de concours M] des deux autres 
côtés AM, B M, prolongés lorfqu'il fera nécefaire de 
l'autre côté des points 4 , B, décrira dans ce mouve- 


ment l'Ellipfe qu'on demande. Car il eft évident felon 
ce 











DES PROBLEMES INDE’ TERMINES. 289 


ce qu'on a dit dans le premier cas de l’exemple ;. que le 
lieu des points A7 fera une Ellipfe, dont le grand axe 
fera à fon parametre comme EF (4):à D F(4).; &.de 
plus qu'elle paffera par les points 4, M7, B, H, puifque 
le point K étant en G;, le coté 4 M tombera fur 4H, & 
le côté B M fur BR. | 

29, Lorfque c’eft une Hyperbole ou deux Hyperboles 
oppofées qu'il eft queftion de décrire par quatre points don- 
nés 4, B, H, M, & dont le grand axe foit à fon para- 
metre en la raifon donnée de z à 4 ; la conftruction de- 
meure la même , excepté que le rayon CF du cercle 
concentrique au cercle B D AE, doit être au rayon CD, 
comme z— b eftà 4 +4. 

3°. Lorfqu'il s'agit de décrire une Parabole par qua- 
tre points donnés 4, B , H , M. Ayant décrit comme 
dans le premier cas le cercle BD AE , on menera du 
point de concours K une tangente à ce cercle, qui fera 
la droite indéfinie fur laquelle faifant mouvoir le point 
K, l’autre point de concours M décrira la Parabole qu'on 
demande. | 


Comme l'on peut mener d'un même point deux tan- 
sentes à un cercle, il s'enfuit qu'on peut décrire deux 
différentes Seétions coniques qui fatisfont également lorf- 
que le Problème eft poflible; car lorfque le point K tom- 
be au dedans du cercle qui a pour rayon CF, il eft vi- 
fble que le Problème eft impoflible. 


On pourra décrire la Seétion conique par le moyen 
de fes axes en fe fervant de l’article 372, ou par le moyen 
d'un de fes diametres & d’une ordonnée à ce diametre, 
en fe fervant de l'article 373. : 


CoOROLLAIRE Il. 


275.) tire encore de cet exemple, une nouvelle 

maniere de décrire une Seûion conique qui palle par 

cinq points donnés 4, B, H, M,N. Car ayant joint 

trois quelconques de ces points 4, B , H BR des 
Oo 


Fic. 217 r; 
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che laligne =", le refte fera la valeur cherchée de 


linconnuë x , ceft-à-diré qu'on aura x=—4+h+7/ 
— Me 

Soit en fecond lieu l'inconnuë x égale à une ou à plu- 
fieurs fraétions compofées, c’eft à-dire, dont les dénomi- 
nateurs ayent plufieurs termes. On cherchera d’abord, 
comme l’on vient d'enfeigner ci: deffus, une ligne égale 
au dénominateur divifé par une ligne arbitraire , lorfque 
chacun de fes termes n'a que deux dimenfions, par un 
plan lorfqu'ils en ont trois, par un folidelorfqu'ils en ont 
quatre, &c; ce qui réunira tous les termes du dénomina- 
teur en un feul , lequel étant fubftitué en leur place, chan- 
gera Ja fraction compofée en une ‘ou en plufieurs fimples 
felon que le numérateur eft compofé d’un ou de plufieurs 
termes ; & ayant trouvé comme ci-deflus une ligne qui 
leur foit égale , elle fera celle qu'on cherche. Ceci sé: 
claircira par les exemples qui fuivent. ; 





age—bce 
bb+af 
‘ b 2 \ + / z e 
bord une ligne m—f+ = , c'eft-à-dire égale au dénomi- 
nateur 4 f+-4 6 divifé par la ligne #; ce qui donne 46 +4f 


age—bce 


On demande une ligne x — , je cherche d'a: 


— 4m, & ayant trouvé enfuite une ligne »— 


am 
e bce . 
=" —"" ; il eft clair que la ligne cherchée x—. De 
m a M 
À ; : ‘ ai b+anacc—abcf 
mé | À x LP AREA | 
me fi l'on demandoit une ligne x APR 00 


bf 


trouveroit une ligne m—4-+ +7, c'eft-à-dire, égale 


au dénominateur aaf+ccf+bfdivilé par le plan 2f; 
ce qui donne 2 fm—uaf+ccf+bff, & enfuire une 


. 3 b n a — h É Û 
autre ligne —— A RPARRESE he Esp ETES dcr x. Il 
af m fm fm PA 


en eff ainfi de tous les autres exemples que chacun fe peut 
tormer à plaifir. 

Il eft inutile d’avertir que fi l’on demandoit une ligñe 
# égale à une ou à plufieurs fraétions tant fimples que 
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compofées ;1l faudroit chercher en, particulier des lignes 
.égales à chacune de ces fraétions,, pour:les ajoûter enfui- 
te.ou les retrancher les unes des ‘autres, felon que les 
fignes + ou —le feroient connoïtre. | 


CoOROLLAIRE I. 


377.1: eft facile par le moyen de cette Propofition 
de trouver 1°. Une fraétion fimple ou, dont le déno- 
minateur ou le numerateur zx foit donné , égale à une 
ou à plufieurs fraétions fimples ou compofées,; car il n'y 
aura qu'à trouver une ligne xégale à la ligne zulri- 
pliée ou divifée par ces. fraétions. Qu'il : faille trouver 
pat exemple , une fraétion * NES es HERO vif 
DRE RON ds af se ££ HOME 
de. qua n'y aura qu'a trouver une ligne X USE 
+ 2°, Un plan 7x, dont l’un des côtés z eft donné, 
égal à un ou à plufieurs plans fi. compofé qu'ils puiffent 
être 5 car il ne faut pour cela que trouver une ligne x 
égale à tous ces plans divifés par #. 3°. Un folide #4 x 
ou zbx, dont deux des côtés #, z, ou z, &, {ont don- 
nés, égal à plufieurs folides ; puifqu'il ne faut pour cela 
que trouver une ligne x égale à tous ces folides divifés 
par le quarré #4 ou par le plan 48. 4°. Un furfolide 
45 x ou zbcx dont trois COtés z,, z,4,ou 4, b,c, {ont 
donnés, égal à, plufieurs furfolides; puifqu'il ne faut en- 
core pour cela que trouver une ligne x égale à tous ces 
furfolides divifés par le cube 4° ou par le folide z6c. 
Et il en eft de même de plufieurs produits de cinq di- 
menfions, de fix &c. que l'on peut toûjours réduire em 
un feul dont tous les côtés, excepté un, foient donnés. 


DC 2OÏR 10: ELA RET TE 
378.1) E-LA On voit que pour trouveft. tn quar- 


ïé égal à plufeurs plans donnés , il les faut rétinis 
Oo u; 
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tous en un feul, & trouver enfuite une moyenne propor: 
tionnelle entre fes deux côtés ; car il eft clair qu'elle fera 
le côté du quarré qu'on demande. Qu'il faille, par exem- 


tccee—eebh 


; 
ple, trouver un quarré +x=55——— 7 ( les lignes 


> , s$ 
4,b,c,e,f,h,s,font données), je cherche une ligne” —— 
Cce—ehh 


tn bb+af | 
ayant trouvé une moyenne proportionnelle x entre les 


deux côtés e, m, du plan e#, il eft clair que xx —e" 


 ccee—ecebh 


Pour trouver une ligne:x dont le quarré:xf foit égal à 
plulieurs furfolides donnés ;3e cherche, comme ci-deflus, 
un quarré 2x, égal à tous les furfolides donnés divifés par 
le quarré #4 donné ou pris à volonté. Je prends enfuite 
une moyenne proportionnelle x entre les deux lignes z & 
x, & je dis qu'elle fera celle qu'on demande; car x x —4 x, 
& , en quarrant chaque membre , x —=44 xx, c'eft-à-dire, 
x* égal à tous les furfolides donnés. 





: cccee—eebh 
pour avoir un planem=ss— & 


REMARQUE. 


37 9: QE OIQUE la methode que l'on vient d’ex- 
pliquer foit general pour tous les cas pofibles , il ne s’en. 
fuit pas néanmoins qu'elle foit toûüjours la plus fimple. 
C’eft pourquoi je vais donner ici des exemples particu- 
liers que l’on réfoud d'une maniere plus aifée , en s’écar- 
tant un peu de la methode generale, & qui pourront fer: 
vit de methodes pour tous les cas femblables, 


abcc—aabb ’ : 
—3.s. Je cherche d'abord une ligne 


M", & fubftituant à la place de 44 fa valeur r», je 


1°, Soit x — 





thoUVe vis Mrsemm 20m mm AS Er 
TT eme D pee  XQ OU JC CONNOIS Qu ER 


faifant cm, c—m::m.n, jai cette quatriéme propor- 
tionnelle # = x. Ileft donc vifible qu'on n’a eu befoin que 
de deux proportions pour trouver la valeur de x, au lieu 
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que fi l’on tente la methode generale, on trouvera qu'il 
en faut au moins trois. 





20, Soit x=—Vaz+bb. Je fais un triangle reftanpgle ; 
dont l’un des côtés — 4%, & l’autre—#; & fon hypothe- 
nufe fera la valeur de x. S'il falloit trouver une ligne x 


= Vaa—bo;il ny auroit quà trouver une |moyen- 
ne proportionnelle x entre les deux lignes # + 2 & 
a — b ; car fon quarré x x doit être égal -au produit, 
des extrêmes 22—44. Ou bien je fais un triangle rec- 
tangle dont l’hypothenufe — #, & l’un des côtés = 4 ; 
l'autre côté fera la valeur de x. 


30. Soit xx =55#46e—#"", Je prends l'hypothe- 
nufe # d'un triangle rectangle dont lun des côtés —5, 


ce 


& l’autre — 21 €, & ayant trouvé une autre ligne n=— , 








VA XX—MM—NN RENE S ue je réfous 
] J 


comme je viens de faire x— V4 4—0 6 dans l'exemple 
précedent. | ue Le 
o S it f x —= $ “céee—cebb Je d: 
4”. DJOIT ENIIN X X —= Leaf pren sUNnE m0 yEr- 
ne proportionnelle entre les côtés +, f, du plan &f, 
pour avoir un quarré /— af, je trouve; enfuite un quarré 
mm—bb# ll, & un autre Quarré 2n—6ç#+ hhipar 
le moyen de deux triangles reétangles, comme dans le 
fecond exemple , & j'ai par la fubftitution x x —5 s— "#22; 
, e 72 . È | 3 
& trouvant enfin une ligne g=——, il vient = Vss ge 

que l’on réfoud_comme ci-deffus. ge 

Ù.- nf MP, Us Lin à | Ness 
PROPOSITION. EII 
A ; 
Problème. 


380. À ROUVER &e$ racines dé toutes fortes d'Egalñés 
du fecond degré. PE BORN. pete il 9f 
Toutes les Egahtés du feçond dègré fe peuvent ré- 
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duire à l'une de ces deux formes, xx ax —4bb—0 où 


# Art,376. Xx Lax + bb—0;en trouvant uneldigne z * égale à 


toutes, les. quantités connuës qui multiplient l'inconnuë x, 


*Art.378. & ün, quarré 46 “égal à tous les plans entierement con. 


FIG. 212. 


Fic. 2x3. 


nus. Cela poié. 

10, Soit xx tax—bb—59. Je forme un angle droit 
C'AB'dont/l'un des côtés CAE Eh ;:& Kurt CÔtÉ 
AB—=% ; & ayant mené Fhypothenufe B'C''prolongée au 
del aëc ,3e décris du centre C'& durayon € 4, un tercle 
qui coupe BC'en deux points E, D. Je dis que les droi- 
tes BD; BE, font les deux racinés de légalité propofée 
x x = ax —bb:fcavoir B E la racine vraie, & B D la faufle 
de: légalité 4x4 ax — bb 0,8. au contraire B D la 
vraie &,B E.la faufle de l'égalité xx —4x—06—0. 

‘| Car faifant B É— * , on aura BD ou REED 
3 Lx; & fi l’on fait BD——X>%x, on trouvera BE 
ou BD—ED=—x— 4. Dons en. l'un & l’autre. cas 


DBxBE=xx+ax AR (46) par la proprieté du 
cetcle , c'eft-à-dire , x x + # x — bb— 0. Au contraire fi 
l’on fait BD—x ou BE—=—x, on trouvera DBXxBE 
= XN——2X —00 re ie LR | 

22hS0it'x x D D æx2 06 —0. Je forme comme dans le 
premier cas ui angle’idroit. C-4 B ‘dont l'un des: côtés 
CA—=aYy & “l'aütre AB —55;8& ayant mené une droi- 
té mdéfiaie BD parallele à:4C:; 4e décris du centre € & 
dû rayon C-4 un.arc de cercle qui coupe la ligne B D aux 
points E,, D. Je dis que les droites BE, BD, font les ra- 
cines de l'égalité propofée sx ax + bb: fcavoir les 
deux vraies de l'égalité. xx 60—a,& les deux 
faufles de l'égalité xx+2x+06—0. 

Car achévant la demi-circonfeérence AE DH, & me- 
nant les paralleles E F, D G à 4 B ; on aura en fa 
fant B E ou . FRE nS Ie ACER FER 


RU LE FE. «( #6.),par, la proprieté du cercle. De-mé- 


‘me ff l'on fait BD ou ÂAG—x, on aura AGxGH=AaX% 


x Han CN) ‘(6b ): c'eft-à- dire en Jun & l'autre 


Cas 
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CAS XKX—4x+bhh—0o, Si l'on:_veut que BE ou 4AF— 
— x, & BD'ouA4G—=—x>%x, on trouvera 4AF x FH & 


AGxkGH——xx—ax—FE ou GD(66)c'eft-à- 
dire, xx+ux+bb—o. 

Si le cercle qui a pour centre le point €, & pour rayon 
la droite C À ,ne coupe ni ne touche la parallele BD, 
(ce qui arrive toûjours lorfque 4 B furpaffle C4); les ra- 
cines de l'égalité feront toutes deux imaginaires : mais sil 
la touche en un point , les deux racines BE, B D ,devien- 
nent égales chacune au rayon C 4. 


REMARQUE. 


301. L ORSQUE dans une égalité l’inconnuë ne fe ren- 
contre qu'au quatriéme & au fecond degré, on peut toû- 
jours réduire cette égalité en une autre où l’inconnuëé ne 
monte qu'au fecond degté : de maniere que ces fortes d’é- 
galités ne pañlent que pour être du fecond degré. 

Soit par exemple zf—74222— 44abb—0. Je fuppofe 
une inconnuë + qui foit telle que fon rectangle par la 
donnée zfoit égal au quarré zx; ce qui donne zx = xx, 
Et mettant à la place de xx cette valeur 4x, & à la pla- 
ce de zf fon quarré #4xx, je change l'égalité donnée 
—yuxzx—aabb—=0oen cette autrexx—2x—060—0, 
où l’inconnuë x ne monte qu'au fecond degré. J'en cher- 
che les racines x, comme l'on vient d'enfeigner , & pre- 
nant des moyennes proportionnelles entre la donnée z &c 


les valeurs de fes racines , je dis qu'elles exprimeront les. 


valeurs cherchées de l’inconnuë x: ce qui eft évident, 
puifque xx —= 4 x. 


PR:-O P OO: SITE O NET 
Problème. 


382: | ROUVER Par une autre voye: les racines des 
égalités du fecond' degré, fans qu'il [oit neceflaire de changer 
leur dernier terme en un quarré, 
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19, Soit xx ax—bc—o, Ayant décrit un cercle 
quelconque 4BD, dont le diametre ne foit pas moin- 
dre que les données 4 & #—c (je fuppofe ici que & fur- 
pale c); on infcrira dans ce cercle , à commencer par 
un de fes points. quelconques 4 , deux cordes AB=4, 
AD—6—0c:8& ayant prolongé 4D en F'en forte que 
D F—c, on décrira de fon centre €, & du rayon CF, 
un-autre cercle concentrique qui coupe aux points Æ", E, 
G, H, les cordes 4D, À B prolongées. Je dis que 4 G: 
eft la vraie racine, & 4H la faufle de l'égalité x x ax 
—bc—o;& qu'au contraire AG ef la faufle, & 4H 
eft la vraie racine dexx—4x— bc—0, 


Car AF ou AD+DF—46, DF ou 4AE—=e,& fai- 


fant AG ou BH=%, 0h aura 4H — 44%, Or par là 


proprieté du cerclé E G FH ; le reétangle E AxAF 
(bc)—=G Ax AH (x x + à x ). Si lon fait à préfent 
AH —=— % , on aura AG où BH ou 4AH—/AB— 
— x — 4, & parconféquent G Ax AH=xx-# 4 x com- 
me auparavant. Donc foit que l'on falle 4G:=— x où 
AH——x:, on trouvera toûjours xx 42% bc —0;, 
On prouvera de même que 4 G' eft la racine faufle, & 
AH la vraie de l'égalité 5x4 —4x—60c—0. | 

2°, Soit xx Lax4+bc—eoe. Ayant décrit un cercle 
quelconque. 4B D ; dont le diametre ne foit pas moin 
dre que les données 4 & 6 +c,-on infcrira dans ce cer- 
cle, à commencer par un de fes: points quelconques 4, 
deux cordes 4AB—4, AD—46+0c : & ayant pris fur 
AD la partie DF—:5, on décrira de fon centre € & 
du rayon CF un autre cercle concentrique qui coupera 
les cordes 4D, 4 B, aux points F, E, G, H.:Je dis 
que AG & AH font les deux racines vraies de l’égali- 
té xx—axpbhc—0o, & les deux faufles de xx+ax 
+ bc—0. Cela fe démontre de même que dans le pre- 
mier Cas. | 


: Sile cercle qui a pour rayon C F'ne touchoit nine ren- 
eontroit là ligne 4B en aucun point, il s’enfuivroit que les 
deux raçines de l'égalité feroient imaginaires. 
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AVERTISSEMENT. 


Tout l'artifice dont je me fers pour conftruire les éga- 
fités qui n'ont qu'une inconnué , ou pour trouver les ra- 
cines, confifte à introduire dans cette égalité une nou: 
velle inconnuë , en forte qu'on en puifle tirer plufieurs 
équations qui renferment chacune les deux inconnuës 
& qui foient telles que deux quelconques de ces équa- 
tions renferment enfemble toutes les quantités connués 
de la propofée ; car autrement en faifant évanouir l'in- 
connuë nouvellement introduite , on ne trouveroit pas 
l'égalité propofée. Je choifis enfuite entre ces équations 
deux des plus fimples, & en ayant conftruit feparément 
les lieux, leurs points d'interfetions ne donnent les ra- 
cines que je cherche. Il y a de l’art à introduire lincon- 
nué; car il faut que les lieux que l’on tire de la propofée , 
foient les plus fimples qu'il fe puiffe : par exemple, fi l’é- 
galité eft du quâtriéme degré, il faur que les lieux des 
équations qu'on tire ne paflent point le fecond degré ; que 
parmi ces lieux il y ait toüjours un cercle comme étant le 
plus fimple, & aufliune Parabole, une Hyperbole équila- 
tere &c. Or c’eft ce que j'ai tâché d'executer dans les 
Lemmes & les Propolitions qui fuivent. | 


LEMME FONDAMENTAL 


Pour La conffruftion des Egalités du troiiéme € du quatrième 
degré , par le moyen d'un cercle , Gt d'une Parabole donnée. 


183.9 o1T propofée l'égalité 4Ÿ+ 2 x +uacxx 
— aadx—a f —0o, dans laquelle x eft l'inconnuë, & 
a,b,c, d,f, font les données, & foit fuppofée une au- 
tre inconnuë y telle que fon reétangle par [a connuë +, 
foit égal au reétangle de x+4 par x. Ce qui donne les 
équations fuivantes. | 
1e, 4y— x x +.b x, de laquelle quatrant chaque 

membre , on trouve #°+20x +bbxx—aayy; & 


Pp5 
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mettant à la place de xf-+ 2 4x” ,fa valeur a7yy—bhxx 


dans légalité propofée x &c. On la changera en cette 
feconde équation. 


bb c 
€ ne, jm es sac me ps 
2. YJ—— XX x x—dAx—A4 f 9.danslaquelle 
mettant à la place de x x fa valeur #4y —2 x trouvée par 
RER bb 
le moyen de la premiere équation, 1°. Dans — — xx, 


bb . 
2°. Dans =xx.3°, Dans—— xx += xx, On arriera 


A 


à ces trois différentes équations. 

bb b5 c 
spy pe Ê se Ex de ape 

bb b , 
YY— XX HI x—d x —af—0. 
Fe bb be p3 

€ ——— — Y—— — — X — —— ou 

SyY+cy——y——xæ x — dx — af 0. Si 
lon retranche de cette cinquiéme équation, la premiere 
xx+bx—ay—=0, & qu'enfuie on la lui ajoûte, on 


aura ces deux autres. 


6€. y y + Cy— y+ay— xx de Co 
4 | & 4 & 


—dx— af — 0, 
€ | bh bc b3 
TJS HCY——-Y— AJ XX HO —X += 
— dx —af —0. 


Maintenant fi l'on prend pour les inconnués x & y deux 
lignes droites 4P , P M, qui faflent entrelles un angle 
quelconque 4 P M; il eft évident que le lieu de la pre- 
miere équation eft* une Parabole : que celui de la feconde 
peur être une Parabole, une Ellipfe, ou une Hyperbole 
felon que #4 eft égal, moindre , ou plus grand que zc; 
que celui de la troifiéme eft une Ellipfe, qui devient un 
cercle * lorfque c—2 & que l'angle 4 P M eft droit : que 
celui de la quatrième eft une Hyperbole, qui devient équi- 
latere *lorfque 4 — 4 : que celui de la cinquiéme eft encore 
une Parabole : que celui de la fixiéme eft une Hyperbole 
équilatere : & enfin que le lieu de la feptiéme eft un cercle, 
lorfque l'angle 4P M eft drow. 


ré 
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P:R O'EOSETEON.IV. 


Problème. 


30 6. gi ROUVER Les racines de l'égalité propofée x* 
+2bx +acxx—aadx—at f—0o, par le moyen d'une 
Parabole ç> d'un cercle. 


Fic.2r7, Ayant pris pour les inconnuës & indéterminées x &y, 
les deux lignes droites 4P, P M, qui faffent entr’elles 
# Art.zro, un angle droit 4P M ; je conftruis* d’abord la Parabole 
qui eft le lieu de la prerhiere équation du Lemme, & en- 
fuite le cercle qui eft Le lieu de la fepriéme : & leurs in- 
terfeétions me fervent à découvrir les différentes valeurs 
de l’inconnuë * qui feront les racines de l'égalité propo- 

fée. Cela fe fait en cette forte, 


Ayant pris fur la ligne 4 P prolongée de l'autre côté 
de À la partie AD —+<46, on menera par le point D 
une parallele à P M, fur laquelle on prendra la partie 


D C = © du côté oppofé à P M ; & on décrira de l'axe 
C'D qui ait fon ‘origine en C', & dont le parametre foit 
égal à la donnée #, une Parabole MC M. Cela fait on 
menera par le point fixe À une parallele 40 à P M, 


fur laquelle ayant pris Îa partie ABS HIT 
+ g pour abreger , on tirera parallelement à 4P la 
droite BE :d7# “ fçavoir + lorfque AB = +8 
- c'eft-à-dire, lorfque la valeur de 4B eft politive, & 
+ £ lorfque AB —=—£ ; en obfervant de prendre ou 
mener ces deux Jignes 4B,BE, du côté de P M lorf- 


ue leurs valeurs font pofitives, & du côté oppolé lorf. 
qu'elles font négatives. Nommant enfin E 4, »;,0on 


décrira du centre E, & du rayon E M= V mm+af 
un cercle ; & menant des points A7 où il coupe la Para- 


bole des perpendiculaires MP fur la ligne 4 P : les par- 
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ties ÀP de cette ligne marqueront les racines de l’éga- 
Hté, fçavoir les vraies lorfque les points P tombent du 
côté où l'on a fuppofé P M en faifant la conftruétion, & 
les fauffes lorfqu'ils tombent du côté oppofé. . 
Car prolongeant MO parallele à 4 P ,‘& qui ren- 
contre l'axe CG au point L, on aura M L ou 4P 
+AD=x+14,CLou MP+DC—y+!" ;8& 


SRE ane ts 
pat la proprieté de, [a Parabole M LCL «a, c'eft-à- 
dire,xx +bx+ rbb— +bb+ay,ou xx + 0x —47 
qui eft la premiere équation du Lemme. Maintenant ii 
lon prolonge EB jufquà ce quelle rencontre P M en 
R, & qu'on tire le rayon E M, on aura à caufe du trian- 
gle retangle E R M le quarré E M=E R+RM 
—EB+2EBxBR+BR+PM—:ABxP M 
+ 1B—=#% Bis Bb A + a f pat la confiruétion ; c’eft. 


. , ’ CPP 
à dire , en effaçant de part & d'autre les quarrés EB 














——2 | bb 

BA, & mettant pour 2 4 B fa valeur a+ —+, & 
 b b3 Fe ; 

pour 2BE fa valeur << — d oUb + ——— 04, & 


pour BR ou 4P & P Mleurs valeurs x& y, la feptié- 
me ‘équation y y + € y — ay —" y + xx + bx HE x 
LÉ x— dx— af, dans laquelle fi on met à la place 


b x . , . 
de y fa valeur === trouvée par la premiere équation, 
e2 : . 


& à la place de yy lequarré de cette valeur , on retrouve 
féquation même propolée xf+2bx+acxx—aadx 
— 4° f—0. D'où l'on voit que la Higne 4P exprime une 
racine vraie de cette égalité. 

Si lon obferve de prendre — x pour 4 P & —ypour P FF, 
lorfque ces lignestombent du côté oppofé où on les a fup- 
pofées en failant la conftruétion; on trouvera toûüjours par 
la proprieté de la Parabole la premiere équation, & par 
h proprieté du cercle la fepriéme. Donc &c. 


CL 


me a rt — 








*Art370: 
X Art.377. 
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387: Ï L eft vifible qu'on rendra la conftruétion pré: 
cedente generale pour toutes les égalités du troifiéme & 
du quatriéme degré, & qu’on y employera toüjours une Pa- 
rabole qui ait pour le parametre de fon axe une ligne don: 
née # ; fi l’on obferve 1°. De multiplier par fa racine x l’éga- 
lité lorfqu'elle n’eft que dutroiliéme degré ; & de prendre" 
une ligne * 2 # égale à toutes celles qui multiplient x° , un 
plan * zc égal à ceux qui multiplient xx, un folide 444 
égal aux folides qui multiplient x, & enfin un furfolide 4° f 
égal aux termes entierement connus de l'égalité donnée, 
20. De changer dans les valeurs des lignes 4D, DC, AB, 
BE, E M qui déterminent la conftruétion de la Parabole 
& du cercle, les fignes des termes où # fe rencontre avec 
une dimenfion impaire s’il y a —24x° dans l'égalité don- 
née, parce quil y avoit +24 x° dans celle du Problé. 
me ; & d'effacer tous les termes où # fe trouve fi le terme 
2 bx° manque, parce qu'alors — 0 : comme aufli de faire 
la même chofe à l'égard des termes où c, d,f, fe rencon- 
trent. 3°, De prendre ou mener ces lignes du côté de 
P M lorfqu'elles font pofitives, & du côté oppofé lorf- 
qu'elles font négatives. On aura donc 4 D — + :4; 
fçavoir — + & lorfquil y a +'2 6 x°,& +2 4 lorfqu'il y 
a— 240 x; AB —= a+ +ic —= + g, fçavoir — <c 
lorfqu'il y a+ zcxx, & + = c lorfque c'eft — acxx; 
BESRE LL = d, fcavoir LE lorfque AB = +, 
& qu'il y a+ 24#x°, ou bien lorfque 4B = —ç, & 
qu'il ya— 24x°;8& au contraire + : lorfque 4 B =. 
+ g & qu'il ya — 20x?, ou bien lorfque 4AB= — g & 
quilya+26xi( c’eft-à-dire, —*# lorfque les valeurs 
de 4 B & AD font l'une pofrive & lautre négative, 


b 
êr + —<+ lorfque ces valeurs font toutes deux ou pofiti: . 
veÿ 
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AAA X =: 
= d lorfque ceft+zadx:& enfin E M 


+ V mm Re > 
Laf, {çavoir+ fl 1 
>) ? £ 
lôrfque c’eft + 45 f D'oi : pr RSR ri 
PAR F ü.lon tire cette conftruct 
He ÿ ae de generale pour tous les cas Le 
arabole MC M au: : 
| | qui a pour axe 
Je parametre eft égal à la li : : 4 se ARR 
À PRE gne. 4, étant donné 
uit l'égalité propofée f f RSS En 
ee al propolée fous cette form CNE 
De FRÉRr Ass Je 260 DR US 
oo ( ; On Menera une ligne 
à axe CG qui en foit diftante de = see 
roit de cet axe lorfau'l FR Là 
ÉRRAU quil y a + 20 x dans l'égalité don 
gauche lorfqu'il ÿ A — 2 bx°.. On ti Ë 
s rera 


2 


perpendiculaire À D fur la 
is PRRRE CG ; & on prendr 
Het PURE F=°;a, FG—=2CD dut 
origine €’ Lorf. NS C,& la partie GK—:% C vers f ; 
Ailes à Re “. —acxx, & du côté oppolé loi 
Lo Lee x. On. menera enfuite par-les points dé- 
ot . , une ligne droite indéfinie ZF, & par 
Pr je perpendiculaire à l'axe qui nes 
ie PR a prendra fur cette perpendiculaire la 
are nl u côté droit lorfquil ya—zadx, & 
Re ; orfqu il ya + z4dx. Cela fait, on dé 
lorfque le ee - A centre E ,.& du: rayon EMAE, 
Fa Fons f manque dans l'égalité donnée ceft- 
end e n'eft que du troifiéme degré : ais lorf- 
u quatriéme, bn prendra (après avoir Era 


me À E,m;3 )le rayon EM=N mm af, {çavoi 
; IC 


+afsilya— 43 Pi ; 
où Rat ie JE (hjrast ee EUHHIACS Dont 
des perpendiculaires MO a: Parabole donnée , menant 
les racines de l’épali BQ fur la ligne 4 B ; elles feront 
RDS ga ité donnée ; fcavoir celles qui tom- 
Pl Se e cette ligne, les vraies, & celles qui 

côté gauche, les faufles, de 


C . 
Pie prorongeant H K jufqu'à ce qu'elle rencontre Î 
5 au point B, on a par la confiruétion BK 


Q q 
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AD—=72:6, fçavoir —214 lorfquil y a+28x3, & 
+ +0 lorfque c'eft — 2x3 ; & par la proprieté de la 
Parabole , CD==. Donc DGou DF+FG—=:4 
re & DK ou AB—'a+ tt C—+g, Î{ça- 


voir —2 c lorfquilya+acxx, &+-c lorfquil ya 
—scxx; & l'on doit obferver que le point B tombe du 


côté de P M lorfque AB—+g, c'eft-à- dire, lorfque 


fa valeur eft pofitive, & du côté oppofé lorfqu'elle eft 
négative. Or à caufe des triangles femblables ADF, 
ABH, on aura D F(<4). D 4 (+<b):: A B(e) 


DEEE = ; fçavoir + - lorfque Îles valeurs de AD 


FrG, 218. 


& de 4B font toutes deux pofitives ou négatives , & 


b 


— + lorfque l'une d'elles eft pofitive & l’autre négative, 


Et partant BE + - +2d, fçavoir —2Ylorfquil y a 
— aadx , & +=<dlorfqu'il ya-+ 44 x; & l'on doit encore 
obferver que le point E tombera du côté de P M lorfque 
la valeur deB E eft pofitive, & du côté oppof£ lorfqu'elle 
eft négative. D'où il eft évident que par le moyen de cette 
conftruétion on déterminera dans tous les cas poflibles, 
toüjours comme il eft requis, le centre E du cercle. 

Si le fecond terme 26x° manquoit dans l’égalité don- 
née, 1l eft clair que les lignes 4B, 4 F, tomberoient fur 
l'axe C G, en forte que les points 4, D, fe confondroient 
avec l'origine C >; puifque #0. Et par conféquent le 
point G tomberoit fur le point F, & les points H,B, fur 
le point K: ce qui rend la conftruétion generale beaucoup 
plus fimple. Car il ne faudroit alors que prendre fur l'axe 
la partie CF—24 toùjours vers le dedans de la Parabole, 
& la partie K F—<c vers l'origine C’lorfqu'il ya +zcxx, 
& du côté oppofé lorfqu'ilya—zcxx; mener KE—:d 
perpendiculaire à l’axe, du côté gauche lorfquil y a 
+ 4 a dx; & du côté droit lorfqu'il y a—4 d x; & ache- 
ver le refté comme dans la conftruétion generale, en ob- 
fervaut qu'ici E C=m". | 
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De même fi le terme #cxx manque, le point K tom: Fic. 217. 
bera fur le point G ; & fic'eft le terme #7 dx, le centre 
Æ du cercle tombera en H. 


CLoiR: O'ELRA Tr RGE SCIE 


388.( ), peut encore trouver une conftruétion plus 
fimple pour les égalités du troifiéme degré qui ont un 
fecond terme, en les multipliant par l'inconnuë plus ou 
moins la quantité connuë du fecond terme, fçavoir plus 
cetre quantité, quand le fecond terme eft affecté du figne 
— ; & moins cettte quantité, lorfqu'il y a le figne +; ce qui 
donne une équation du quatriéme degré où le fecond 
terme eft évanoui. Qu'il faille, par exemple , trouver 
les racines de l'égalité du troifiéme degré, x” — bxx 
+apx+aag=—=0o:Jjela multiplie par x + & pour 
avoir l'égalité du quatriéme degré, x° + apxx+augx 
+æ4abq—0, —bbxx+abps 
dans laquelle le fecond terme eft évanoui ; je me fers à 
préfent de la conftru@ion que l'on vient de donner pour 
ces- fortes d’égalités où le fecond terme manque, & j'ai 


CK(tatic)=le+— tp, KE(24d)=1q94+7; 


& le rayon du cercle E M— Ve m —b g : ce qui donne 
cette conftruétion. | 
Ayant mené une parallele à l'axe CD qui en foit dif- Fic. 219. 

tante vers le côté gauche d’une ligne égale à #, & qui 
rencontre la Parabole au point À, je tire par l’origine 
C de l'axe la droite € À, fur laquelle j'éleve, par fon 
point de milieu O une perpendiculaire indéfinie O G qui 
rencontre l'axe au point G. Je prends fur l'axe vers fon 
origine C la partie GK—2+p, & ayant tiré par le point 
K une perpendiculaire à l'axe qui rencontre la ligne 
O G au point H, je prends fur cette perpendiculaire 
prolongée du côté de H la partie HE 9, & je dé- 
cris du centre E & du rayon E À un cercle. Je dis qu'il 
coupera la Parabole en des points M, d'où ayant abaif- 
fé fur l'axe des perpendiculaires M0, celles qui feront 
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308 Livre NEUVIEME. 
à droit, marqueront les vraies racines 5 & celles qui fe: 
ront à gauche, les fauflés de l'égalité propofée x°—4xx 
+4 X+ 44 q—0. 

Car ayant mené les perpendiculaires 4 D, O L, fur 
l'axe ; on auta par la conftruétion 4 D — 6, & par la 


proprieté dé la Parabole CD — ee Donc puifque C 4 
eft divifée par le milieu en O, fes triangles femblables 
C AD, COL, donneront OL—=:6,CL— PE & à 
caufe des triangles retangles femblables C LO, OLG; 
on aura GE? } LO(:6):: LO(:6) LG—=<a,& 


par conféquent CK ou CL+LG—GK— La + 


——+p. De plus à caufe des triangles femblables GL 0, 
G K H, on trouve RENE? 5e K-H AE E- ou KE 


D +449 
2 4 
b : A ; 
= Lg+ AE qui tend du côté gauche de l'axe, comme 
2 24 


il eft prefcrit dans la conftruétion lorfqu'il y a + z4dx. 
Le point E eft donc le centre du cercle lequel doit dé- 
terminer par fes interfeétions avec la Parabole donnée tou- 
tes les racinés de l'égalité du quatriéme degré. xf + 
apxx &c. Or comme les racines de cette égalité font 
celles de fa propofée x3 —bxx+apx+4aug—o, avec 
une faufle 4 D (4); il s'enfuit que ce cercle doit pañer 
par le point 4 Donc &c. : 

On peut encore s’aflurer par'le calcul que E À eft le 
rayon du cercle cherché. Car menant E B parallele à 
l'axe, on aura (à caufe des triangles reétangles E BA, 


EK C ) les quarrés des hypothenufes EA—EB+BA 
& EC—CK+KE & par conféquent il s'agit de 
prouver que ÉB+BA—EK+KC— bg, puifquon 
doit prendre E M — Vnm—b 3. Or en mettant à la 
place de ces lignes de part & d’autre leurs valeurs analy- 
tiques , on trouvera les mêmes quantités. Et c’eft ce qui 


doit arriver, fi le rayon cherché EM—E 4, 
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Pour rendre cette conftruétion generale, il faut ob- 
ferver 1°. De mener du côté gauche de l'axe la paralle- 
le qui en eft diftante d’une ligne égale à 4, lorfqu'il y a 
— bx x dans l'égalité propofée, & du côté droit lorfqu'il 
ya +bxx. 2° De prendre fur l'axe GK —2p du côté 
de fon origine € lorfqu'il y a + 4+px, & du côté oppo- 
fé lorfqu'il ya—zpx. 3°. De prendre HE — 2:39 du cô- 


té gauche lorfqu'il y a + 449, & du côté droit lorfqu'il 


ya—aag. Tout cela eft trop évident pour m'arrêter à 


le démontrer en détail. 


RE MAR O>U:E:: 1, 


380. ]. eft à propos de remarquer, 1°. Que fi le cer- 
cle ne coupe la Parabole donnée qu'en deux points, il 
s'enfuivra que l'égalité propofée n'aura que deux racines 
réelles lorfqu'elle eft du quatriéme degré, & qu'une feule 
lorfqu'elle eft du troifiéme, & les deux autres imaginaires: 
comme dans la figure 219 , où le cercle ne coupe la Para: 
bole qu'en deux points 4, M; l'égalité xf + apxx 
—bbxx &c. n'a que deux racines réelles 4 D, M0, qui 
font toutes deux faufles, parce qu'elles tombent, du côté 
gauche de l'axe. 2°. Que fi le cercle ne coupoit ni ne 
rencontroit la Parabole en aucun point ( ce qui ne peut 
arriver lorfque l'égalité eft du troifiéme degré comme l'on 
voit par Îles conftruétions précedentes ) les quatre racines 
feroient imaginaires, 3°. Que s'il la touchoit en un point 
l'égalité propofée auroïit deux racines égales chacune à 
là perpendiculaire menée de ce point ; ce qui vient de ce 
quon peut confiderer un cercle qui touche une Parabo- 
le, comme s'il coupoit en deux points infiniment pro- 
ches l’un de l’autre, qui font regardés comme réunis dans 
le point touchant : mais alors l'égalité propofée fe pour- 
roit abaiffer à une du fecond decré par les regles de lAI- 
gebre ordinaire, de forte qu’on n’auroit point befoin d'u- 
nc Parabole pour en trouver les racines. 


Qaii 








FiG. 218. 


*Art.387. 


*Art.389. 


310 Livre NEUVIEME. 


REMARQUE IL. 


290.N; lon fait attention à ce quon démontre en 
Algebre qu'en toute égalité où le fecond terme manque, 
& qui a toutes fes racines réelles, la fomme des vraies 
eft égale à la fomme des faufles ; on verra naître ce L'heo- 
réme. | 

S'il y a un cercle qui coupe une Parabole en quatre 
points 4 d’où l'on abaifle des perpendiculaires M 0 fur 
l'axe CF : je dis que la fomme des perpendiculaires qui 
tombent du côté droit de l'axe, fera égale à la fomme de 
celles qui tombent du côté gauche. 

Car fi l’on prend vers le dedans de la Parabole fur 
l'axe depuis fon origine C la partie CF égale à la moitié 
de fon parametre que j'appelle z, & qu'ayant tiré du 
centre E du cercle la perpendiculaire E K-fur l'axe, on 


ee = 1 1 met 2 
faeFK—:c, KE—!:d, EC—EM—=af;il eft chat 
par la conftruétion qui eft à la fin * du Corollaire pre: 
mier, que les perpendiculaires MO feront les racines de 
cette égalité xŸ—vcxx+aadx+af—0o dans laquel- 
le le fecond terme manque; fçavoir celles qui tombent du 
côté droit de l'axe, les vraies ; & celles qui tombent du 
côté gauche, les faufles. Donc &c. 

Si le cercle pafloit par lorigine C de l'axe, il eft vi- 
fible que l'une des perpendiculaire AO deviendroit 
nulle ou zero ; & qu’ainli il y auroit alors une perpen- 
diculaire d'une part de laxe égale aux deux autres de 
l'autre part. 

Si le cercle touchoit la Parabole en un point & la 
coupoit en deux autres, il faudroit prendre le double 
de la perpendiculaire menée du point touchant; puifque 
(comme l’on vient * de dire ) on peut regarder ce cercle 
comme s'il coupoit la Parabole en deux points infini- 
ment proches l'un de l'autre, lefquels fe rétiniflent au 
point touchant. 





ÿ 





| Planche 23%. page 710: 
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REMARQUE lil 


MES l'on ne peut imaginer en Geometrie 
des produits qui ayent plus de trois dimenfions ; puifque 
le folide, qui eft la quantité la plus compofée, n’en a 
que trois ; on pourra divifer, fi l'on veut, tous les ter- 
mes d’une égalité propofée qui pañle le troifiéme degré, 
par telle ligne donnée qu'off voudra, élevée à une puif 
fance moindre d’une unité que chacun de fes termes n’a 
de dimenfions : ce qui ne troublera point légalité, & 
fera que chacun de fes termes n'exprimera plus que des 
lignes droites. Soit, par exemple, l'égalité du quatrié- 
me degré xŸ+ 20x+acxx—aadx—a f—0; je la 
Ur 3 . x 2bx3 cxx d x 
divife. par 4°, ce qui donne + —— — 





ai aa a 
— 0, dont chaque terme na qu'une dimenfion, & n'ex- 
prime par conféquent que des lignes droites. On choi- 
fit ordinairement la ligne qui fe trouve repetée le plus 
fouvent dans tous les termes de l'équation propofée , 
comme eft ici la ligne 4, & même quelquefois on la 
fous-entend , en la regardant comme l'unité dans les 
nombres, qui ne change rien aux quantités qu'elle mul- 
tiplie ou qu'elle divife : ainfi en faifant 4 — 1, on écrira 
xt+20X)  2cxx—dx—f—0,au lieu de xf-+ 26 x° 
2ELI Tcxx dE 


| fe HE CUERRAIUEE. 
+acxx —aadx—a" f—=0 où ds +—— 


—f—0. Il en eft de même des égalités du cinquiéme 
& du fixiéme degré, &c. 


RE MAR O9 UE IV: 


202. N : après avoir conftruit le cercle qui eft le lieu 
de la derniere équation du Lemme, on conftruit une 
Settion conique qui foit le lieu de telle autre de fes 
équations qu'on voudra ; ces deux lieux déternuneront 
par leurs interfetions les racines de Fégalité propofée ; 
dont la raifon eft que faifant évanoiir par le moyen de 
leurs équations l'inconnuë y, on retrouve l'égalité même 
propofée, 











*X Art.378. 
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De - là il eft évident qu'on peut conftruire cette éga- 
lité, 10. Par le moyen d'un cercle & d'une Hyperbole 
équilatere, en fe fervant de la feptiéme & de la fixième 
équation du Lemme. 20. Par le moyen d'un cercle, & 
d'une Ellipfe dont l'axe parallele à 4 P eft à fon para- 
metre comme # eftà c, en fe fervant de la fepriéme & 
& de la troifiéme équation. 3°. Par le moyen d’un cercle, 
& d'une Hyperbole dont l'axe parallele à 4P eft à fon 
parametre COMME z 4 eft à2 4, en fe fervant de la feptié- 
me & de la quatriéme équation. Or comme la ligne 4, 
dont 6n fe fert pour réduire fous l'expreflion zc toutes 
les quantités qui multiplient xx, fous l’exprefion 2 44 
celles qui multiplient x; & enfin fous l’expreflion 4 f les 
quantités entierement connués, eft arbitraire ; 1l s'enfuit 
qu'en prenant pour cette ligne z une infinité de. diffé- 
reutes grandeuts , on pourra conftruire l'égalité propo- 
fée, par le moyen d'une infnité. de cercles, & d’Ellipfes, 
ou d'Hyperboles équilateres & non équilateres, routes 


» 


différentes entr’elles. 


On a vû dans l'article 387. qu'en prenant pour l’unt 
té arbitraire z le parametre de l’axe d'une Parabole 
donnée, on peut en fe fervant de la premiere & de la 
feptiéme équation conftruire l'égalité propofée par le 
moyen dun cercle & de la Parabole donnée : & je vais 
faire voir qu'en déterminant cette ligne + d'une certai- 
ne manière , on peut conftruire l'égalité par le moyen 
d'un cercle & d'une Ellipfe ou d’une Hyperbole fembla- 
ble à une Ellipfe ou à une Hyperbole donnée. Car la 
raifon de fes axes étant donnée par la fuppofition, la rai- 
fon de l'axe parallele à 4P avec fon parametre fera 
aufli donnée. Si donc l’on nomme cette raifon donnée 


C 


#1 4 >. » ° , . SAS "ES 
—3 ON aura lorfqu'il sagit de l'Ellipfe =, & par- 
a cC 2 « e . ] , . 
tant 24 — — ; d'où il fuit que fi l'on prend pour luni- 
té arbitraire z, la racine d'un quarré 74 égal * à une 
quantité connuë #6 qui multiplie xx dans l'égalité 
donnée 
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donnée, & eft multipliée par =, on conftruira légalité en 
fe fervant de la feptiéme & de la troifiéme équation, par 


le moyen d’un cercle & d'une Ellipfe dont l'axe parallele 
à AP, fera à fon parametre comme # eft à 7, puifque 


=", Mais lorfqu'il s'agit de l’Hyperbole , on aura 


S S 


—— & partant a =D"; d'où l’on voit que fi l’on 
prend pour l'unité z cette valeur, & quon conftruife 
l'égalité en fe fervant de la fepriéme & de la quatriéme 
équation , l'axe parallele à 4P de l'Hyperbole qui eft 


le lieu de la quatriéme, fera à fon parametre comme # eft 


bb VE Gr $ 
à 2, puifque-——. Et c’eft ce qui étoit propofé. 


ñ 4 


KR E M À R:Q U E: V, 


303.1: ligne z qui fait l'office de l'unité, & qui ef 
arbitraire , fufht comme l'on vient de voir pour conf- 
truire l'égalité propofée, par le moyen dun cercle & 
d'une Parabole donnée, ou bien par le moyen d’un cer- 
cle, & d'une Ellipfe, ou d'une Hyperbole femblable à 
une donnée. Mais lorfqu'il eft queftion de la conftruire 
par le moyen d'un cercle, & d’une Ellipfe, ou d’une Hy- 
perbole donnée, une feule ligne arbitraire ne fuffit pas; 
il faut en introduire d'autres dans l'égalité propofée , 
afin de pouvoir les déterminer enfuite de la-maniere que 
la Se&ion donnée ferve. C'eft ce que l'on va executer 
dans le Lemme fuivant. 


LEMME FONDAMENTAE. 


Pour la conftruftion des Egalités du troifiéme € du quatriéme 
degré, avec un cercle @* une Ellipfe, on une Hyper- 
bole donnée. 


94 S O1T l'égalité du quatriéme degré x + 262% 
—a4acz-tad=0o, dans laquelle les lettres #,0,c,4, 


R£ 




















314 LIVRE NEUvIEME. 
marquent des lignes données, & la lettre x exprime les 
racines inconnuës de l'égalité. Je prends une autre in- 


4: MAALL : ° ° \ 
connuËë x—— (la lettre f marque une ligne prife à vo- 
lonté } & fubftituant à la place de x,2x, & x* leurs va- 


leurs . : 0 ê& re dans légalité précedente , je la 

: D LÉ à Ma 

change en cette autre x xx——%+——05;7 

prends une troifiéme inconnuë y telle qu'étant multipliée 

par f fon produit fy foit égal au quarré x x de la feconde; 
ce qui donne lès équations fuivantes. 

1°. xx —fy— 0; & fubftituant à la place de x x, & de 


PE nt; b 

x leurs.valeurs fy & fyy dans l'égalité xt + er &c, 

jai pour feconde équation. 
Lf à 
2°. y} + à y — Tr =! — 0 , [laquelle étant ajoutée 

à la premiere, donne pour troifiéme équation. 

| Ë ; “3 
. JI+Ty—fy+x x YxL Te, dont Îe lieu 
* Art.324, ft * un cercle lorfque les inconnuës & indérermi- 
© 329 nées x & y font entrelles un angle droit. Je multiplie 


| . ’ . | . £ 
la premiere équation par la fration 2 dans laquelle £ 
‘exprime une ligne telle qu'on veut de même que f, & 


jai © x x —Î® y=—=0; Et ajoûtant cette équation avec la 
1 a 


feconde, & l’en Ôtant enfuire, je forme la quatriéme & la 
cinquiéme équation. | 
bf AÉRPSS cf 
e Nr x 2 = 2 re 
AS nr UT Dar marier 
* Art. 324. lieu eft* une Ellipfe. 


| 97 + pp x Tr, dont le lieu 


* Art, 3 32, €ft* une Hyperbole ou les Hyperboles oppofées, 


ee e, dont ke 


R EM A R Q UE. 


395: S xx arrive que quelques termes de l'égalit 
-propofée ayent des fignes différens. de celle-ci, ou quis 
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fhanquent ; les lieux de ces cinq équations feront toû« 
jours néanmoins des Setions coniques de même nom : 
c'eft-à-dire , que les lieux de la premiere & de la feconde 
équation feront toujours des Paraboles, celui de la troi- 
éme, un cercle, &c. 


PRO PO SAT AI ON: V. 


Problème. 


396. (: ONSTRUIRE légalité du quatrième degré 
zt +abzz—aacz+ad—o, avec un cercle donné € 
une Hyperbole femblable à une donnée , on avecune Hyperbole 
donnée € un cercle. 

Je conftruis féparément “les lieux de la troifiéme & de 
la cinquiéme équation, en prenant pour les inconnuës & 
indéterminées x & y les mêmes lignes 4P, PM, qui 
faffent entrelles un angle droit 4P M; & les interfec- 
tions de ces deux lieux me fervent à déterminer les va- 
leurs de l'inconnuë x, de la maniere qui fuit. 


Soit menée par le point À origine des x, Ia ligne 
AD =] parallele à PM, & du même côté lorf- 
que + furpañle #, & au contraire du côté oppofé lorf- 
qu'il eft moindre. Et ayant tiré la droite indéfinie D G:pa- 
rallele à ZP, foient prifes fur cette ligne du côté de PM 


fa partie DC=Ÿ, & foit décrit du centre € &: du 
rayon C F ou CG=ÉV ccvaa—1ab+bb—4ad, 


: 2 bf + 
un cercle. Maintenant ayant mené 4H =— ES pa- 


rallele à P M & du côté oppolé, foit tirée la droite in- 
définie AK parallele à À P, fur laquelle foient prifes 


la partie HI=% du côté oppofé à PM, & de part & 

d'autre du point I les parties IK, IL, égales chacune 

à ENV bg +4dg ou JL Vhg—4dg—ce (on a 
Rri 








* Art.2 244% 
Ê' 332. 


F1G. 220 
& 221: 
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pris pour abreger b== x ./. Soit enfin décrite de Pare 


LK (qui doit être le premier lorfque cc+ 4dg eft plus 
grand que hg, & le fecond lorfqu'il eft moindre } qui foit 
à fon paramettre KO comme # eft à g, une Hyperbole 
ou les Hyperboles oppofées qui rencontrent le cercle en 
des points M, M, d'où foient abaiflées des perpendi- 
culaires MP, MP, fur la ligne À P. Je dis que les parties 
AP, AP, de cette ligne feront les racines de légalité 


b 3 df# : 
x1 RE y x 5 + L — 0 ; en obfervant qu’elles font 


vraies lorfque les points P tombent du côté où lon a 
fuppofé P M en faifant la conftruétion, & faufles lorfqu'ils 
tombent du côté oppofé. 


Car on trouvera par la proprieté du cercle la troifié- 
me équation ; & par la proprieté de F'Hyperbole , la 
cinquiéme ; & Ôtant la troifiéme de la cinquiéme, on 
aura Ty sfy Ex x — x%x—0, d'où Fon tire y—*; 

a “A : f 
& mettant dans l’une ou dans l’autre de ces deux équations 


à la place de y cette valeur FL & à la place de yy fon 


4 | . ; . / - 4 
—, on trouveta l'égalité xt &c. Maïsayant les va: 


F 
leurs de x, on a celles de x; puifque 4—“. 


quatré 


Maintenant pour fatisfaire à la premiere demande du 
Problème, je nomme le rayon du cercle donné CF; 7; & 





jai par conféquent = V CC Au — 2 a b + bb — 44d; 





EU : : 247 
d ou il fuit que fi ] on prend f— Vins Et nn le 
A1A4— Lh — 4 4 


rayon CF ou C G du cercle qui eft le lieu de la troifiéme 
équation , fera égal à la donnée r. Il refte à faire que l'Hy- 
perbole foit femblable à une donnée, c’eft-à-dire , que fon 
premier ou fecond axe LK foir à fon parametre K O en 
raifon donnée de # à »; & il eft vifible quil ne faut pour 


cela que prendre g=", puifque LK: KO ::4:g::m, ni 
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Enfin, pour faire en forte que l’'Hyperbole foit don- 
née, ou, ce qui eft la même chofe, que fon premier ou 
fecond axe LK & le parametre KO de cet axe foien 
égaux à des lignes données ; je nomme d'abord le pre 
mier axe LK, 2#3 fon parametre KO, p5 & jai KO(p?) 


= À, &LK(21)=}2 Voc+adgbel il faut fe ref 





; | 
fouvenir que h— es ) ce qui donne g— _ » ÊDf 
20 Fra / 
vec : d'où l'on,voit que ficc+- 4dg furpafle 
bg, & qu'on prenne pour g & pour f ces valeurs, on trou- 
vera dans la conftruétion de la cinquiéme équation pour 
le premier axeiL K & fon parametre KO les lignes don- 
nées 22 & p, Mais s'il arrive que cc+4dg foit moindre 
que bg, ilfaudra nommer lefecond axe LK, 24; &fon 
parametre KO, p; ce qui donne comme ci-deflus g — 


y — a ; où l'on doitobferver que 2: &p 
2 t Vhg—cc—adg ee 

ne marquent plus à préfent les mêmes lignes qu'aupara- 
vant : & s'il arrive que 2g, dans cette derhiéré‘füppoftion 
où 2 : marque le fécond axe, furpaflecc+ 44, il eft vi. 
fible qu'en prenant pour g & f ces valeurs däns la conftruc- 
tion de la cinquiéme équation, on trouvera pour le fécond 


axe LK & fon parametre K 0 les lignes données 2 # & p. 


Il faut bien remarquer qu'il peutiarriver: que a ‘valeur 
de f foit imaginaire dans l'une & dans l’autre de ces 
fuppofitions ; &.alors'on voit que la conftruétion devient 
impoflible du moins par cette méthode. .Or .comme 
tous les Auteurs qui s'en font fervis après M. Sluze, qui 
en eft l'inventeur , la donnent pour generale ; j'en ferai 
une remarque à part , où je ferai voir en examinant par 
ordte tous les cas qui peuvent arriver, que dans cét exem- 
ple même il peut y en avoir une infinité-où cette métho: 
de ne réuflit point. ee 

Si c'étoient deux Hyperboles conjuguées qui fuflent 
données , la conftruétion féroit toûjours pofible ; car ft 

r y 
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après avoir nommé le premier axe d'une de ces Hyperboi 
les LK, 2 + ; & fon parametre K O, p, il fe trouvoit quela 


2£çt 





füt imaginaire , c'eft-à-dire; 





valeur de f— 

Vcc+ 4de— bg | . 4 
que hg furpañlàt.cc+ 4dg; il n’y auroit qu'à fe fervir 
dans la conftruétion à la place de cette Hyperbole de fa 
conjügée & de fon fecond-axe, puifque le fecond axe de 
celle-ci étant le même que le premier axe. de l’autre , la va- 
eur de fne renfermeroit plus aucune contradiétion: Je dois : 
encore avertir que s'il arrive quecc+4da—hg, l'équa- 
tion du quatriéme degré s'abaifle à une ds fecond, 


| KR E MA R Q UE, 
397° 10! (, l'Hyperbole donnée eft équilatere. On autà 


g— 4, &'on fe fervira dans la conftruétion du Problème 
de fon premier axe, lorfque sc +4dçfurpañlc he, c'eft-à 


à - Da | 
dire, en mettant pour ? fa valeur —— , & pour g fa valeur 


a, lorfque cc + 4 4 d furpañle & + à ; & du fecond lorfqu'il 
eft moindre, Et la conftruétion feta toûjours poffible, 

_29, Si le premier axe de l'Hyperbole donnée furpañe 
fon parametre. On,fe ‘fervira dans la conftruétion du 
Problème de fon premier axe , lorfque cc 444 fur- 


pafe b+a; caril fait de à que cc+44dg furpañle b g, 
c’eft-à - dire (en multipliant par £ & mettant pour À fa 





7 : lg ; acc | FE ES : 
valeur — 5 que —+ 4 4 d furpañle b gr puifque 
dans cette fuppolition g (+) étant moindre que #, la 
quantité Le + 44ad fera plus grande que ccta4ad, & 
ms GOUT AMEN? À ; FAT. IR À | 

bg fera moindre que #44. Au contraire lorfque 


ec+4ad.eft moindre que 4 + ms, il faudra fe fervir 
du fecond axe ; car il fuit de [à que cc+4dg eft moin 


dre que bg; ou que — +4 ad ft moindre que & + 





à 
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Puifque 2 4 marquant à préfent le fecond axe qui eft moin- 


NS 4 p 6e ; 
dre que fon parametre p la quantité  eft ici plus grande 


que #: D'où l'on voit que la ‘conftruétion eft toûjours 
poflible, non feulement lorfque l'Hyperbole donnée eft 
équilatere, mais encore lorfque le premier axe eft plus 
grand que fon parametre. | 


3°, Si Île premier axe eft moindre que fon parametre. 
Il faudra néceffairement lorfque ‘c c + 4 4 d' furpañle 


éme 2 ; 

b+ 4, fe fervir du premier axe ; car fi l'on employoit Te 

fecond , il faudroit que cc+ 4 d a fût moindre que he, 
| 2 

ou que — + 4 a à. fût moindre que +g ; ce qui ne 

peut être, puifque 24 qui exprimeroit alors le fecond 





axe étant plus grand que p, la quantité g (2) feroit 


moindre que #. Mais en fe fervant du premier axe, il 
; | 2 


peut arriver que — +44d foit: moindre: que 44.6, 





puifque g (2) eft plus grand que 4 ; & alors il eft évi- 
dent que la conftru@tion du Problème devient impoffi- 
2g9t 
ble, parce que la valeur. de FEV Si 
une contradiétion. De même lorfque cc-+44 4d ef 


) renferme 


PR rR 7e ns : . à 
moindre que #+4, il faut nécefairement fe fervir 
‘du fecond axe ; & comme alors la valeur deg (2) eft 


ir rs isg | Lf1S | acc : 
moindre que z, il peut arriver que RES 44ad foit plus 


—— © 2çt 
grand que 6 + g, & qu'ainfila valeur def GE) | 
foit imaginaire. | 

Left donc évident qu'il peut.arriver une infinité de 
cas, où la conftruétion de l'égalité ‘propofée dans le Pro- 
:blème devient impoffible ; & cela lorfque le premier axe 
de l’'Hyperbole donnée eft moindre que fon parametre, 
çat autrement elle réufira toûjours. | 
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CO R: O:LL ANT RE... I, 


298.8, l'on prenoit dans Île Problème précédent Ia 
quatriéme équation au lieu de la cinquiéme’, & qu'on fit 
la conftruction de même en fe fervant de lEllipfe qui eft 
le lieu de cette équation, au lieu de l'Hyÿperbole qui et 
le lieu de la cinquiéme : 1l.eft vifible que l'on conftrui- 
roit l'égalité propofée x*Ÿ &c. par le moyen d'un cercle 
donné & d’une Ellipfe femblable à une donnée ; ou avec 
une Ellipfe donnée & un cercle. 


>": : CMozzaire IL 
399. ]: eft évident qu'on peut rendre la conftruétion 


récédente generale pour toutes fortes d’égalités du troi- 
fiéme & du quatriéme degré, en obfervant 1°. De faire 
évanouir le fecond térme de l'égalité donnée , lorfqu'elle 
en a un ; de la multiplier enfuite par fa racine x lorf- 
qu'elle n’eft que du troifiéme degré ; & de prendre un 
plan 74 égal à toûs les plans qui multiglient xx, un foli- 
dé zac égal à tous lesfolides qui multiplient x, & enfin un 
furfolide 2° d égal à touslesfurfolides donnés. 2°. D'effacer 
dans les valeurs de AD , DC, CF, AH, IH,LK, 
les termes où fe, trouve & lorfque xx ne fe rencontre 
point dans l'égalité donnée , ceux dans lefquels fe ren- 
contrent c ou d lorfque le quatriéme ou le cinquiéme ter- 
me manquent : & de changerde fignes tous les termes où 
& ferencontre avec une dimenfion impair, fi le troifiéme 
terme de l'équation donnée a un figne différent du troi- 
fiéme de la précédente ; comme aufli ceux dans lefquels 
s où d fe rencontrent avec une dimenfion impaire lorf- 
que le quattiéme ou le cinquième terme ont des fignes 
différens des quatriéme & cinquiéme. de légalité précé- 
dente. 3°. De prendre du côté de P M ces lignes lorf- 
que leurs valeurs font politives ;, & du côté oppofé lorf- 
qu'elles font négatives. 


REMAR- 


Â'E LA CONSTRUCTION DES EGALITES 32f 
REMARQUE. 


400. O: peut toûjours rendre la conftruétion précé- 
dente plus fimple dans les égalités particulieres qu’on fe 
propofe de conftruire, en faifant en forte que # foit égal 
à #3 car il n'y a quà réduire légalité donnée fous cette 
forme x L aa2xLaacz a d—0o, au lieu de cette 
autre x Labrxxpaacx pa d—0o, Ce qui a empêché 
de le faire d'abord, c’eft qu'on avoit en vûë de rendre la 
conftruétion du Problème générale pour tous les cas, 
comme l’on vient de faire dans le Corollaire précédent, 
& que pour cet effet il falloit que chaque terme de l’éga- 
lité renfermât des lettres différentes 2, c, d, au premier dé. 
gré. 
PROPOSITION VL 


Problême. 


4OT. | ROUVER es racines de l'égalité z*— Dzi— 
aczz+aadz-+aahh—o, par le moyen d'une Hyperbole 
donnée entre les Afymptotes, € d'un cercle. 


-Avyant fait z— <=, on transformera l'égalité donnée 
ÿ f 


en cette autre PARIS PP 0, 
Ayant mené d’un point quelconque M de l'Hyperbole 
donnée qui a pour centre le point À, une parallele MP 
à l'une des Afymptotes 40, & qui rencontre l'autre 
au point P, on nommera les inconnuës & indéterminés 
AP, x; PA, y; lefquelles font entr'elles un angle don- 
né APM, & on aura par la proprieté de l'Hyperbole 
xy—=mm, en fuppofant que m» en foit la puiflance, 


F'1G. 222; 


Maintenant fi l'on prend f = " V , On aura bf—=amm, 


pue bhf* 
ê& st == M1 — xx yy: 8 mettant à la place de??f QUE 


6 le dernier terme de l'égalité précédente, fa valçu£ 
ee 95 











br à 
ï 
“4 








“Art.328, 008 


{7 329. 
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x xyy, & divifant enfuite par xx, on trouvera x — x 
Œ 
4 


d : ’ À » . 
eee yy=—=0, qui fe change (en mettant dans 


4 x 
d 3 LPS | b é ’ A: 
le ‘terme à la place de x.fa valeur 2 trouvée par lé 
it 4% | ay | 


; Je . | b 
moyen de l'équation xy7=m"mm— 5) en cette autre xx 
bf ef df LME ° X 42 
K— + TI+II0, dont le lieu eft * un cercle 


lorfque angle 4 P M eft droit. 
Mais lorfque l'angle APM n'eft pas droit, ou (ce 
qui revient au même) lorfque lHyperbole donnée n’eft 
pas équilatere , il eft évident que le lieu de la derniere 
équation n'eft plus un cercle, mais une Ellipfe. Ceft 
pourquoi afin de trouver une équation dont le lieu foit 
un cercle, je prens fur FAfymptote 4 P la partie AB 
= 24 : & ayant mené BE parallele à l’autre Afymptote 
A9 , je tire du centre À la perpendiculaire ÀE fur BE: 
-& nommant les données BE, g5 AE, e; je multiplie 
l'équation x y — mm —0, dont l'Hypetbole donnée ef le 


. RE 9 ee LXY.. nm DATA . 
leu, par=; & fai ———o. J'ajoûte enfuite cette 


équation à fa précédente lorfque l'angle fait par les Afym- 
totes eft aigu, & je l'en retranche lorfqu'il eft obtus, com- 
me je le fuppofe dans cette figure : cela me donne yy— 


£ df bf cf+kgmm . 
XJR Y+xx— = x — © 0, dont le lieu cf 


*Anrt.327, Un Cercle * qui fe conftruit aïnfi. 


É 329. 


FIG. 222. 


Soit prife fur l'Afymptote 40 la partie À D 
du côté oppofé à PM : foit tirée parallelement à ZE, 
kR ligne D C — 2e “8j du côté de PM lorfque cette 
valeur eft pofitive , & du côté oppofé : lorfqw'elle 
cit négative. Enfin du centre € & du rayon Ç M = 
VAC+ Pipes: —{oit décrit un cercle. Je dis qu'il cous 
pera l'EHyperbole donnée & fon oppofée en des points 
M, d'où ayant mené des paralleles 47P à l'Afymptote 
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À 0 ; les parties 4 P de l’autre Afymptote exprimeront les 
df? bhf* 


: re b 
racines de l'égalité 2 5 TRE GR y à 
4 4 4 a 4 


avoir celles qui font du côté de PA, les vraies ; & celles 


qui font du côté oppolé, les fauffes. 
Car par la proprieté du cercle, on trouve cette équa- 


4 


Hon y y — - x Y + 

réduit (en mettant pour xy fa valeur mm) à cette autre 
bf TIRE LR LÉa | 

KA OX — Le Ye YY 0 , dans laquelle mettant 


enfin pour y fa valeur — ou et, & pour yy le quarré 
de cette valeur , on trouye l'égalité même propofée 
t—1J 35 &c. | 

Si l’angle fait par les Afymptotes étoit aigu; il faudroit 
changer dans les valeurs de 4D & de CM, les fignes 
des termes où g fe rencontre, dont la raïfon eft que BE 
(g) devient négative de pofitive qu’elle étoit. Mais lorf- 
que l'Hyperbole eft équilarere , il faut effacer les’ termes 
où g fe rencontre & mettre pour e fa valeur 24, parce que 
AE tombe alors fur AB : ce qui rend la conftruétion beau- 


coup plus fimple. 


Lorfqu'on a les différentes valeurs de x, il eft évident 
4 


qu’on a aufli celles de x, en faifant x — + Et c’eft ce qui 
étoit propofé, Fe 


CO RO TE AIRE RE 


402. le dernier terme de l’égalité propofée du qua- 
triéme degré avoit le figne—, il eft clair qu'en opérant 
comme ci-deflus, on trouveroit une équation dans laquelle 


le terme yy auroit le figne—, & dont le lieu par confé- 


quent ne feroit pas un cercle, mais *une Hyperbole. D'où 
lon voit que cette méthode ne peut fervir que pour les 
égalités du quatriéme degré qui ont le dernier terme aveç 
le figne +. | 
S Si] 


df Lf,, __cf+gmm .e, 
DYHXX— EX = — == 0 qui fe 


7 — us TRES RER RE 
= >” — : , 
RS Li —— | 2 - —_ ——— 
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CoROLLAIRE Il. 


493: O N pourra toûüjours en fe fervant de la méthode 
précédente , réfoudre toute égalité donnée du troifime 
degré x°ŒnxxEapxZaag—0o; par le moyen d'une 
Hyperbole donnée entre fes Afymptotes, & d'un cercle. 
Car la multipliant par x+ 7 lorfquilyaæ+zzg, & par + 
— r lorfque c'eft — 424, on la changera toûjours en cette 
autre du quatriéme degré. 
XŸLnX Lapxksaugx+taagr—=0, 

DDR rate AN LE 2 Di | | 
dont le dernier terme #% 49 r aura toûjours le figne +; & 
qui fera par conféquent du nombre de celles qu'on peut 
conftruire de la maniere précédente. 

Mais on abregera beaucoup la conftruttion en obfervant 
1°. De prendre pour lunité arbitraire z la ligne # racine de 
la puifflance de l'Hyperbole donnée , qui eft le lieu de l'é- 
quation xy—"M—=424 , puifquem—4. 2°. De profiter 
de l'indéterminée 7 pour égaler le dernier terme 4497 
avec 4 =—#xyy:ce qui donne r — “. 3°, Que le cercle 
qui doit déterminer par fes interfeëtions les racines de l'é- 
galité coupera néceflairement l'Hyperbole lorfqu’il y a — 
a a 4, & fon oppofée lorfque c'eft + 44 4, en un pointK, 

Fi1G, 223. d’où ayant mené une parallele K H à l’Afymprote 40, 
la partie AH de l’autre Afymptote doir être égale à r, 
puifque l'egalité du quatriéme degré a pour une de fes 
racines x—= +7. De là on tire cette conftruétion qu'il eft 
facile de rendre générale pour toutes les égalités du troi- 
fiéme degré. | 

Je fuppofe que Fangle fait par les Afymptotes de l’Hy- 
perbole donnée foit aigu , & qu'ayant pris pour l'unité 
arbitraire z la racine de la puiflance de l'Hyperbole 
donnée , on ait réduit légalité donnée du troïfiéme de- 
gré fous cette expreflion x?—nxx—4px—4aq—=0 
Ayant pris fur l'Afymptote À P la partie A B— 24, & 
mené BE parallele à l’autre Afymptote 4,0, on tire 
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du centre À la perpendiculaire 4E fur BE ; & ayant 
pris fur 40 la partie AL=— 4 du côté de PM, parce 
qu'il ya—4249 dans l'égalité donnée, on tirera LK pa- 
rallele à ÂP, & qui rencontre l'Hyperbole au point K. 
Cela fait, on nommera les données BE, g; AE, ec; 
LK,7; & on prendra fur l'Afymptote 4 Q la paitie 
AD=— —!qg— 27% d pour abreger, & on tirera DC 


2 4 
here parallele à 4E, en obfervant de prendre 
ou mener ces lignes du côté de P A lorfque leurs valeurs 
font pofitives &.du côté oppofé lorfqu'elles font négatives, 
On décrira enfin du centre €, & du rayon CK,un 
cercle qui coupera les Hyperboles oppofées en des points 
4, d’où ayant mené. des droites MP paralleles à l'A- 
fymptotes 4 0 ; les parties AP de l’autre Afymptote fe: 
ront les racines de l'égalité propofée x —»xx—4px 
— 44 4 —=0. ER 

Car prolongeant les droites MP, KH, jufquà ce 
qu'elles rencontrent la ligne D C aufli prolongée, sil 
eft néceflaire aux points G, F, on aura ( à caufe des 


triangles reétangles CFK, CGM) ces deux égalités 


GCM+ CCC. & EKECEECK: & pat con- 
féquent GM+CG—=FK+CF, puifque les lignes 
CM,CK, font rayons dun même cercle. Or ‘par la 
conftruétion ( je fuppofe ici pour éviter l'embarras des 





fignes + &—, que" —17—4+4d, c'eft-à-dire, que 
cette valeur eft politive) GM ou PM+PG—Yy 
+£ix+d, CG ou DG—DC=-— is 


ex 
24 = 


FK ou KH+HF—g+ #r+d, CF ou CD 


214 


An— dr — dy 


d ++ : 
ET) PETER ENT C'eft pourquoi mettant à 


2 4 


la place de ces lignes leurs valeurs analytiques dans l’é- 
 galité précédente G M+ C G —FK<+<CF on en 
formera d’abord celle-ci yy+ © xy + 2 dy + Pere 
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PSpL! 
4 wa 
en s'épargnant la peine d'écrire de part & d'autre les 


Pape f es 
quatrés de d & de FT qui fe détruifent mutuel- 


lement, Si l’on confidére à préfent qu'à caufe de l'Hy- 
perbole , le re&tangle xy=7rg, & quà caufe du trian- 
gle rectangle ZE B le quarré 444 —gagu+ee,on chan- 
gera l'équation précédente en celle-ci yy+2dy+xx 
NX —1X=4q+ 24g—nr, dans laquelle mettant 


—DX—YX =qq+$rq+2dq + ft—nY—rr; 


d'abord à la place de 2 d fa valeur _. — 4, & enfüite à la 


place de y & yy leurs valeurs e ê& # , & ordonnant l’é 


: CR e + _ 
galité il vient x'—nx" —2pxx—aagx+at=0; 
Fr H+nr apr 


_qui étant divifé par x —r, donne enfin x°—nxx—4px 


—42g=—=0, quil falloit conftruire. 

Pour rendre cette conftruétion générale il faut obferver, 
1°. De prendre la patrie 4 L fur l'Afymptote 4 0 du côté 
oppofé à PM lorfquilya+aæa g dans l'égalité donnée; 
& de changer de fignes les termes où 9 & 7 fe rencontrent 
dans les valeurs de 4D , DC’, 2°. De changer de fignes 
le terme où p fe rencontre dans la valeur de AD lorfquil 
Ya+apx dans l'égalité donnée, & de l'effacer lorfque 
ce terme y manque : il faut faire la même chofe à l'égard 
du terme où z fe rencontre dans la valeur de DC, lorf- 
qu'il ya+zxx. 3°. De changer de figne le terme où g 
fe rencontre dans la valeur de D C, lorfque l'angle fait 
par les Afymptotes eft obtus, & de l'effacer lorfqu'il ef} 
droit, en obfervant alors que e— 24, 


REMARQUE, 


494: Lave nous fournit des moyens faciles 
pour transformer toute égalité du quatriéme degré, en 
une autre du même degré dont les fignes des rermes 
foient alternatifs, Or comme alors fon dernier termg 


_——Z—ZpZp—cr 
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aura tobjours le figne +, il eft vifible qu’en fe fervant de 
cette préparation lorfque le dernier terme de l'égalité qu’on 
veut conftruire a le figne —, on rend la méthode du Pro+ 
blème générale pour toutes fortes d’égalités du quatriéme 
degré. Mais parce que toutes les racines réelles d’une éga- 
lité, font vraies, lorfque les fignes de fes termes font alter- 
natifs; il s'enfuit qu'on n’a befoin alors que de l'Hyperbole 
donnée, puifque fon oppofée qui ne fert que pour les ra- 
ces faufles , devient inutile. 


PROPOS THIL ON V'ET: 


Problème. 


405: S O1T. propofée à conffruire l'égalité du fixiéme degré 
x°—bx+acxf+aadx?+a’exx—atfx+ao 0, 
ou x°—bx +cxt+dx +exx-—fx+g=0 ( en fous 
entendant la ligne a qui rend le nombre des dimenfions égal 
dans chaque terme, € que l'on regarde comme l'unité); par 
le moyen d'un cercle, € d'un lieu du troifiéme degré. 

-Je prends pour le lieu du troifiéme degré x°— #1 x x 
—1x+q——pxy, dans lequel les quantités ,n,p,g, 
que lon regarde comme données, fe doivent déterminer 
d'une maniere convenable pour fatisfaire au Problème; ce 
que Je fais en cette forte : en quarrant chaque membre , 
j'ai, 

X0— 2mxS LE mmxfimnszs Lnns4— 101% HIDE X Ye 

— 2n —+ 14 —— 2m 
& comparant les termes— 2» x°, — 17gx,+gq avec 
leurs correfpondans dans la propofée — 4x", —fx,+ae, 

Me jrs 
Dee de —6,q—=Nx&, a AE e pes Se te 
X —2MX —1nq+qqx—=x—bx —fx+g, Silon 
met à prélent à la place de x° = 2mx — 2nqx+gqgfa 
valeur ppxxyy — mm x &c. trouvée par le moyen de 
l'équation précédente, & à la place de x°—#x—#fx 
+ ç fa valeur —cxf— dx &c. trouvée par le moyen 
de l'égalité donnée , & qu'ayant divifé par xx, on tranf 








# Art. 328, 
329. 


| F1G. 224. 
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pole toutes les quantités du même côté, on formera cette 
équation 
PPYY—MMEX—2MNX NEO; 

+27 — 24  +2M4 
| + C + d + € 
dont le lieu fera * un cercle fi la quantité c+2%—mm 
(qui muluplie Le: quarré x x) ef politive, & qu'on prenne 


pr=i+ — bb; car divifant par pp, & faifant pour 





V£g À 
+19 —d Re 4 
abréger 2r== EI & 5 5 = ME ou Tr 
ECS TEE | pp PP 


On aura yy+xx—2rxss—0 : fçavoir + ss lorfque 
2mg+efurpañle nn; &—55,; lorfquil eft moindre, 
Pour conftruire la ligne courbe qui eft le lieu de la pres 
miere équation x°—mxx—nx+q==px}, Je fuppofe 
à l'ordinaire deux lignes droites inconnuës & indétermi- 
nées AP(x), PM (y) qui fafle entrelles un angle droit 
APM; & je tire par l’origine À des x, une ligne droite 
indéfinie À © parallele à PM, fur laquelle ayant pris du 


côté de PM la partie AG= > , & du côté oppofé la partie 


GB à je mene du côté de P M la droite BC—%# 


perpendiculaire à 4 0. Cela fait, je décris fur un plan fé- 
paré une Parabole ME M qui ait pour parametre de fon 
axe la ligne p=—Vc+2n= mm, & ayant placé ce plan 
fur celui-ci en forte que l’axe de la Parabole fe confonde 
avec la ligne 40 & que la Parabole s'érende vers le côté 
oppofé à PM, je prends fur cet axe depuis fon origine Ë 
vers le dedans de la Parabole la partie E F— B G= 
Je me fers enfin d'une longue regle indéfinie CF mobile 
autour. du point fixe C , &.qui paffe toûjours par le point F, 
& la faifant tourner autour du point C , en forte qu'elle 
fañe gliffer la partie E F de l'axe de Ja Parabole le long de 
la ligne 4 Q. Je dis que les deux interfections continuelles 
M, M, de cette regle avec la Parabole ME M décriront 
dans ce mouvement deux lignes courbes qui feront le liey 

Dre qu 97 
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qu'on demande. Car par la conftruétion 4B ou AG 


—GB=* _. , & par la proprieté de la Parabole 


0—= = puifque 4P où MO—x. Or les triangles 
femblables FO M, MD C, donnent FO ou EQ—EEF 

5 —;2).QM(x)::D MouP M— AB Ge?) 
CD(m—x). Donc en multipliant les extrêmes & les 
moyens ,onaurax —"xx—n1x+g——pxy. Etfilon 
prend fucceflivement les points Wdansles trois angles qui 
fuivent celui-ci, on trouvera toûjours la même équation, 
en obfervant de faire AP——%x8&P M——y lorfque 
les points P & M tombent du côté oppofé à celui-ci: de 
_ forte que ces deux lignes courbes, qu'on peut appeller con- 
choides paraboliques , feront le lieu complet de toutes les 
valeurs tant vraies que fauffes de l'inconnuë y, qui répondent 
à toutes les valeurs rant vraies que fauffes de l’autre inconnuë 
x, dans l'égalité x°—mxx—nx+q——pxy. 


Pour conftruire le cercle qui eft le lieu de la feconde 
équation yy+xx#—2rx 550, il nya qu'à prendre 
fur la droite indéfinie 4 P la partie AH —r du côté de 
P M lorfque la valeur de 7 eft politive, & du côté op- 
pofé lorfqu'elle eft négative ; enfuite du centre H & du 
rayoh HM—=Vrr+ss, fçavoir —ss, lorfqu'il y ass 
dans l’équation, & ss lorfque c’eft —ss, décrire un 
cercle ; car à caufe du triangle reétangle HP M, on aura 


2 


o ve À 2 ol \ . 
toujours H.M — HP + PM, c'eft-à-dire , en mettant 
les valeurs analytiques, & tranfpofant tous les termes d’un 
CÔTÉ, JY+ XX —27K LS5—0, 








Je dis maintenant que fi des points A] où ce cercle 
rencontre les conchoïdes paraboliques on mene des per- 
pendiculaires MO fur la droite indéfinie 4.0 ; ces lignes 
feront les racines de l'égalité propolée : fçavoir celles qui 
tombent à droit, les vraies; & celles qui rombent à gau- 
che, les faufles. Car menant des paralleles MP à 4 0, 
on trouve par la proprieté des conçchoïdes cetre <apaio 

[x 


F1G, 224 
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x mrxnx+q——pxy, ceft-à-dire en quarrant 
chaque membre , pp x xyy=— x°— 1m x" &c ; & parla 
proprieté du cercle, cette autre yy+xx—2rx ss 
— 0, laquelle étant multipliée par p p x x donnepp x xyy — 
—ppxi+2pprxÆppssx x. Et comparant en- 
fémble ces deux valeurs de p p x x yy, on formera une éga- 
lité dans laquelle fi l’on met à la place de 2r, 55, pp, 
m, 2, q,leuts valeurs, on retrouvera l'égalité propolée 

x6—bx5. &c. 

. S'il y avoit dans l'égalité propofée — 2x5 au lieu de 
2 1 = 2.9 Hd 
al | PP 2 
le refte! de la conftruttion ne changeroit point, puifque d 
ne fe rencontre que dans la valeur de r. Et comme alors 
tous les fignes des termes de l'égalité propofée font alter- 
natifs ;. c'eft une maxime reçüé en Algebre que toutes fes 
racines réelles feront vraies ; c'eft-à-dire, que fi cette égalité 
a deux racines réelles & quatre imaginaires , les deux 
réelles feront vraies ; fi elle en a quatre réelles & deux ima- 
ginaires, les quatre feront vraies; & enfin fi toutes les fix 
{ont réelles, elles feront toutes vraies. D’où l’on voit qu'on 
n'a befoin alors-que de la conchoïde qui eft décrite par la 
moitié de la Parabole qui tombe du côté du point fixe’, 
puifque l’autre ne fert que pour les racines faufles. 

S’ilarrivoit que la valeur du rayon du cercle füt nulle où 
imaginaire, Ou enfin fi petite qu'ilnetouchäât, n1 ne coupit 
les deux conchoïdes en aucun point ; ce feroit une 
marque infaillible que toutes les racines de l'égalité feroient 
imaginaires. S'il les coupoit en fix points, toutes les racines 
feroient réelles. Et enfin s’il ne les coupoit qu'en quatre 
ou en deux, il n y auroit que quatre ou deux racines réelles, 
& les autres feroient imaginaires. Il faut toûjours prendre 
garde que file cercle rouchoit l'une des conchoïdes en 
quelque point, on doit regarder ce point comme s'il réü- 
nifloit deux points infiniment proches, en forte que lé- 
galité propofée auroit deux racines égales à la perpendi- 
culaire menée de ce point fur BE, 


dx, 1left vifible qu'en prenant alors 27— 
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REMARQUE IL. 


406. Î L fuit de la defcription des deux conchoïdes pa- 
raboliques, 1°. Qu'’elles ont pour Afymptote commune 
la droite B E infiniment prolongée de part & d'autre. 2°: 
 Qu'une des conchoïdes pañle par le point fixe C', & 
qu'alors la regle C F la touchera en cepoint ; puifque le 
point M fe réüniffant au point C', la regle pañle pat deux 
points infiniment proches de cette ligne courbe. 3°, Que 
lorfque le point F tombe fur B, la regle C'F qui décrit 
par les interfe@tions M, M, avec la Parabole les con- 
choïdes, tombe fur CB ; & qu’ainfi la ligne MF Mde- 
vient la double ordonnée qui part du point F:c’eft-à-dire 
que la ligne CB rencontre les conchoïdes en deux points 
K ; L, tels que BK & BL {ont égales chacune à l’or- 
donnée à l’axe de la Parabole qui part du point F. D'où 
il eft clair que fi BC étroit égale à cette ordonnée, le 
point K tomberoïit alors fur le point C; & qu'ainfi la ligne 
B C qui pañleroit par deux points infiniment proches K, 
C dela conchoïde, la toucheroit en fe réünifflant toute en- 
tiere dans le feul point C. 

Il n’eft pas neceffaire de fe fervir de la Parabole AE M Fire. 225. 
pour trouver les points des conchoïdes ; car ayant pris 
{ut BE la partie B O égale au parametre de la Parabole, 
& décrit d'un diametre quelconque OR plus grand que 
0 B un cercle qui coupe BC aux points D, D; on pren- 
dra fur ce diametre la partie RS égale à EF, & on ti- 
rera par lepoint fixe C les deux droites C M, C'M, para 
icRS ADS DS qui rencontreront les paralleles D M, 
D M, à EB en des points M, M, qui feront aux deux 
conchoïdes. Car ayant prolongé C M jufqu'à ce quelle 
rencontre l’Afymptote BE au point F; & mené WHO 
parallele à B C ; il eft clair que les triangles reétangles 
M9F, DBS, feront égaux, & qu'ainfi F0 eft égale 
à BS. Or ayant pris RS égale à E F; on aura EF + 
FO ,ou EO0—RS+SB ou RB; & la Parabole EM 
qui a pour fommet le point E, & pour parametre une 
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ligne égale à BO, pañlera par le point M; puifque par 
la proprieté du cercle le quarré de B D où MO eft égal 
au rectangle de BR ou EQ par le parametre B 0; 
ce que donne aufli la proprieté de la Parabole. D'où il 
fuit que le point A7 trouvé par cette conftruétion, neft 
as différent de celui que donneroit l'interfe&tion de la 
regle CF avec la demie Parabole E M. Er c'eff ce qu'il 
falloit démontrer. 

Si le point D étoit donné, il ne faudroit pour avoir le 
point R, que mener D R perpendiculaire à0 D ; & le refte 
_de la confiruétion ne changeroit point. 

J'avertirai ici en paffant, 1°. Que filon prend fur BC 
du côté du point C , une partie B D égale à la vraie ra. 
cine de l'égalité du troifiéme degré x°—=mxx—=mnp 
—= 0 (les données BC—m, E F=—n,BO—p);& qu'on 
trouve enfuite le point 47 comme l'on vient d’enfeigner: 
ce point fera plus éloigné de fa droite BC que tous les 
autres points de la portion K M C’, de forte. que la tan- 
gente qui paîle par ce point fera parallele à BC. 2°. Que 
fi l’on prend fur BC prolongée de l’autre côté du point 
B, une partie BD égale à la vraie racine de l'égalité 
x°—mnp=—0; lepoint M de la conchoïde , qui répond 
au point D, en fera le point d'infléxion : c’eft-à-dire, le 
point où de concave elle devient convexe. Comme ceci 
dépend des principes que j'ai établis dans mon Livre des 
Infiniment petits , on doit le fuppofer comme vrai , & 
remettre à en chercher la raifon après avoir là ce Livre 
Qu quelque chofe d'équivalent ; d'autant plus que cela eft 
tnutile pour la réfolution des égalités du fixéme degré dons 
11 eft 1c1 queftion. 


RE M A ROUE ll: 


AZ: IL eft vifible que pour décrire les deux con: 
choïdes paraboliques , il faut 1°. Que la ligne BC (24) 
ait quelque grandeur , & qu'ainfi l'égalité propofée doit 
avoir un feçcond terme. 2°, Que le terme 7 ne peut être 
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hul dans l'équation x°—mx x—nx+q——pxy, puif- 
qu'en divifant par x, elle deviendroit cette autre x x—" x 
—n——p}, dont le lieu eft une Parabole ; d’où il eft 
clair que le dernier terme g fe doit trouver dans l'égalité 
propolée avec le figne +, puifque 3 = v &. 

De plus fi le terme fx avoit le figne + , on lui don- 
neroit le figne — en changeant auffi les fignes du deuxié- 
me & du quatriéme terme ; ce qui ne troubleroit point 
l'égalité , mais changeroit feulement les racines faufles 
en vraies & les vraies en faufles. Et afin que le lieu de la 
deuxiéme équation pût être un cercle , il faudroit que 


- + 'c (fçavoir + c lorfqu’il y a +c xt, & —c lorfqu'il y 
a —cx) furpaflàt +44. D'où l'on voit que le terme fx 
manquant , il faut que le terme c x ait le figne +, & que c 
furpañle + 4 b; & que fi le terme cx manque, É doit fur- 
pañler +46. 


Il eft donc évident que ce font [à les conditions que 
doit avoir neceflairement l'égalité propofée du fixiéme 
degré , afin qu'on la puiffe conftruire immédiatement par 
le moyen des conchoïdes paraboliques , & du cercle , com- 
me l’on vient de faire la précédente. 


REMARQUE ÏIIlL. 


406. L ORSQUE légalité donnée n'eft que du cin- 
quiéme degré , on peut fouvent en l’élevant au fixiéme, 
lui donner en même-temps toutes les conditions néceffai- 
res pour être conftruite immédiatement. En voici quel- 
ques exemples. 

Soit 1°, x5— 414 —0, où l’on fuppofe ques furpañfe &. 
Je multiplie cette égalité parx—#, pour avoir celle du 
fixiéme x— bxi— thx +atbb—0o, qui a toutes les 
conditions requifes dans la remarque précédente. 

Soit 20,x5—saux +satx—4tb=0, dans laquelle 
a furpañle 4. Je multiplie cette égalité par x— 4, & j'ai 
x6—bx—saax+saabx +satx x—Cafb x+a bb ; 
qui a toutes les conditions néceffaires. 


Ftu 
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Soit 30.x —axt—qaax +3 asxx + za x —4—y, 
Je multiplie cette égalité paf x —44;5 ce qui me donne 
x — sax trio ax —oatxx—134a x+44°—0, qui 
eft une égalité du fixiéme degré, dans laquelle toutes les 
conditions néceflaires fe rencontrent. 


II eft bon d’avertir que la premiere égalité x5— 4 5— 0, 
fert à trouver quatre moyennes proportionnelles entre 
les deux extrêmes À, B ; que la feconde x 74 x° &c. 
fert à divifer un angle donné en cinq parties égales ; & 
enfin que la troifiéme x —% x &c. fert à infcrire dans 
un cercle donné un Polygone régulier de onze côtés:& 
c'eft ce qu'on verra dans les articles du Eivre fuivant, 
Je vais donner la conftruétion de la premiere de ces éga- 
lités , afin qu'on la puifle comparer avec celle qu'on 
trouve à la fin du troifiéme Livre de la Géométrie de M. 
Defcartes. 

Ayant décrit une Parabole A7 E qui ait pour le para 
metre de fon axe une ligne p— Vaa—:66, & pris du 
côté que l’on voit dans la figure les lignes AG=T 
GB ou FF—44AG, BC—:4, AH— Lu, & une 


ligne s — EV4bb aa, ou EN 4a—abb; on décri- 


ra d'abord une conchoïde parabolique € O (comme l'on 
a enfeigné dans l'article 404) à d'aide de 1a Parabole 
ME, & dune longue regle C F qui tourne librement 
autour du point fixe C , & qui pafle toûjours par le point 
F, pendant que la partie E F de l’axe de {a Parabole gif. 
fe le long de la ligne 4 0 ; & enfuite un cercle du cen- 


tre H & du rayon H M=VAH ss, fçavoir +55 
lorfque 426 furpañle 24, & —5s lorfqu'il eft moindre, 
Je dis que fi des points O0 , M, où.ce cercle rencontre la 
conchoïde, on mene des perpendiculaires OR, MP , fur 
AP; les parties AR, AP, feront les racines de l'égalité 
2— 0x —atbx+a bb—o, Cela fe prouye comme 
dans l’article 404. | 
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On peut s'épargner la peine de trouver une ligne 





=> Von , OÙ Fe Vaa—4bl 5. fi lon fait atten- 
tion que le cercle décrit du centre H, doit couper la 
conchoïde C O M enun point O, tel qu'ayant mené OR 
perpendiculaire fur 4 P , on a la partie 4R —4 ; puifque 
lune des racines de cette égalité eft x—#. C'eft pour- 
quoi ayant pris fur 4 P la partie 4 R—6, & tiré RO per- 
pendiculaire à ÀP & qui rencontre en O la conchoïde 
COM; il nya quà décrire du centre H & du rayon H O 
un cercle. Car il la coupera en un autre point 4, tel, 
qu'ayant mené M P perpendiculaire fur 4 P, la ligne 4P 
fera la plus grande des quatre moyennes proportionnelles 
qu'on demande. Comme le cercle décrit du centre H ne 
coupe la conchoïde qui pale par le point € qu'en deux 
points O, M, & ne rencontre point l’autre ; il s'enfuit 
que l'égalité propofée x$—2%x5 &c. n'a que deux racines 
yraies À R, AP, & les quatre autres imaginaires, 


KR:B-M:a-Rr-Q'U: 28. EV: 


409.f, ORSQUE l'égalité donnée du fixiéme .degré n’a 
point les conditions neceffaires pour être conftruite im- 
médiatement par la méthode que l'on vient d'expliquer, 
ou bien qu'étant du cinquiéme degré , la remarque pré- 
cédente fe trouve inutile, on pourra fe fervir de la pré- 
paration qu'enfeigne M. Defcartes dans le troifiéme Li- 
yre de fa Géométrie. On y trouve la maniere de trans- 
former toute égalité du cinquiéme ou du fixiéme degré 
en une autre du fixiéme, dans laquelle tous les termes fe 
rencontrent avec des fignes alternatifs, & où la quantité 
connuë du troifiéme terme furpañle le quarré de la moi- 
tié de la quantité connué, du fecond : ce qui rend la 
conftruétion du Problème generale pour toutes fortes 
d'égalités du cinquiéme & du fixiéme degré. Je ne m'ar- 
réterai point ici à expliquer cette préparation, parce 
qu'elle dépend de l'Algebre pure dont je n'ait point en- 
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trepris de parler , & que d’ailleurs je vais.donner dans Ia 
propofirion fuivante une conftruétion generale pour toutes 
fortes d'égalité du cinquiéme & du fixiéme degré, qui. 
ne fuppofe point d'autre préparation que celle de faire 
évanouir le fecond terme. 


PROPOSITION VIlIli. 


Problème, 


410. l ROUVER fes racines de l'égalité x°—bxf—cx: 
+dxx—fx+g=—0, par le moyen d'une premiere Para 
bole cubique donnée , € d'une Section conique. | 


Soit 4+47—=x° l'équation dont le lieu eft la premiere 
Parabole cubique MAM(AP= x,? M=—y,4B—=a). 
Je mets dans l'égalité propofée à la place de x$ fa valeur 
ay y, à la place de xf fa valeur 4 # x y, & à la place de 
x° fa valeur 4 4y ; ce qui la change en cette équation du 
fecond degré y y — Dry y+séx— rte 
— 0, dontÎe lieu eftüne Ellipfe * lorfque 4 furpañle +0b, 
c'eftà-dire, lorfque la quantité connuë qui multiplie x x 
furpaffe le quarré de la moitié de la quantité connuë qui 
multiplie x*, comme Je le fuppofe ici. Ecfi l’on veut que 
la ligne qui fait l'office de l'anité dans l'égalité propofée, 
& qui y eft fous-entenduë, foit égale au parametre 4 de la 
Parabole cubique donnée ; cette équation fe changera en 
celle-ci yy —<xy—y+ < XX —fx+4g—0o, dont 
voici la conftruétion. 

Ayant pris fur Îa droite indéfinie 4 P la partie 4B —4, 
on tirera parallelement à P A7 & du même côté les droi- 
tes BE—<6, AD—+<c:& bn menera par le point 4 
la droite AE (e), & par le point D une parallele DG 
à AE, fur laquelle on prendra du côté de P M la partie 
DC(5)=— PTTTE , & de part & d'autre du point C'les 

| | partics 


# 


é. 
Le 
Cr 
. 
M 
Ÿ 
Q 
D * 


Planche 24. pe 








DE LA CONSTRUCTION DES EGAÏITE’S CEL, 
CCee— 4agee 


parties C K, C'K , égales chacune V 55 ne 
qad—bb * 


Cela fait , du diametre LEZ t) qui ait pour parametre 


4aadt— bb ë 
—— , & pour ordonnées des droi- 


Zee 





une ligne K H— 


, tes paralleles à P M7, on décrira l'Ellipfe cherchée. 
. Maintenant fi des points de rencontre de cette Ellipfe 
avec la Parabole cubique donnée, on abaïffe des lignes 
MP qui faffent avec 4 P l'angle donné ou pris à volonté 
APM, les parties 4P de la droite indéfinie fur laquelle 
s'étend l’indéterminée x feront les racines cherchées, fca- 
voir celles qui tombent du côté où l’on a fuppofé P M en 
faifant la conftruétion, les vraies ; & celles quitombent du 
côté oppofé, les fauffes. Car par la proprieté de la Section 


conique il vient yy——xy —cy+=xx —fx+ag 
0, & par la proprieté de la Parabole cubique, Ji 


& mettant cette valeur à la place de y & fon quarré à la 
place de yy dans l'équation précédente, on retrouve lé. 
galité donnée x— 40 x°—aacx" &c. — 0. 


RE M: AR: QUE LL 


AI]. ER OUTE égalité du cinquiéme ou du fixiéme de- 
oré étant donnée, fi l’on en fait évanouïr le fecond ter- 
me, & qu'après l'avoir multipliée par linconnuë x lorf- 
qu'elle n’eft que du cinquiéme degré, on fe ferve du para- 
metre z de la Parabole cubique donnée pour réduire 
fous l’expreflion.z£ les quantités connuës qui multiplient 
#*, fous l'expreflion 4 zc celles qui multiplient x° &c; 
il eft vifible qu'en faifanc la fubfliturion comme ci-deflus, 
on transformera toûjours l'égalité donnée en un lieu 
du fecond degré. D'où l’on voit qu'ayant une fois dé- 
crit avec exattitude une Parabole cubique qui ait pour 
parametre une ligne quelconque #, & dont l'angle 4P M 
que font les appliquées P M avec le diametre 4 P, peut 
être pris à volonté ; on pourra toûjours par fon moyen, 
U s 








* Art.378. 
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en décrivant de plus une Seétion conique convenable; 


réfoudre toutes fortes d’égalités du cinquiéme & du fi- 
xiéme degré. 


RE MAR OU E LE. 


412. L. ORSQU APRES avoir fait évanouir le fecond: 
terme dune égalité donnée du cinquiéme & du fixiéme 
degré, & l'avoir multipliée par l’inconnuë x fi elle n'eft 
que du cinquiéme ; la quantité connuë qui muliplie le 
quatré x x , eft pofitive , & furpafle le quarré de la moitié 
de celle qui multiplie xf: on arrivera toûjours en faifant la 
fubftitution par le moyen de 247—x°,à une équation 
du fecond degré dont le lieu eft une Ellipfe , comme l'on 
a vü dans ce Problème. Or l’on -pourta toûjours faire en 
forte que cette Ellipfe devienne un cercle, mais alorsla 
Parabole cubique ne peut plus être donnée. Voici con 
ment 1l faudra s'y prendre. 


Ayant trouvé une ligne #* dont le quarré de quarré 
af foit égal à la quantité connuë qui multiplie xx, on 
fe fervira de cette ligne # pour réduire fous l’expreffion 
ab toutes les-quantités connuës qui multiplient x, fous 
l'expreflion z4c celles qui multiplient x° &c; ce qui ré- 


duira légalité donnée fous cette forme x°+ 4 x t+ 44 0x7 


+aîxxtaffxtag—o. Et mettant 4 yy, az xy& 

a ay à la place de x°, xf &x°, on trouvera cette équa- 
: ; b 

es Eten LL 

tion ds RS, degré yy+— xytcy+xxtfx tag 

— 0, 'dont le lieu fera * un cercle, fi lon fait en forte 


que l’angle 4 EB foit droit ; ce qui eft facile en cette 
manicre. | 


Ayant pris fur la droite indéfinie À P la partie 4B 
L . . . 
— 4, On décrira de cette ligne comme diametre un 


demi-cercle AÂEB, du coté où l’on fuppofe que P M 
doit tomber , lorfquil y a — = xy, & du côté oppolé 


lorfqu'il y a + : xy. On portera fur la demi-circonfé: 
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rence de Ben E, uneligne BE —:6 ; & ayant tiré 4E 
(e), la ligne P M doit être parallele à BE, & on ache- 
vera le refte de la conftruétion comme pour l'Ellipfe, 
qui deviendra alors un cercle ; puifque l'angle CGM 
fera droit, & qu'à caufe du triangle re@tangle AE B il 
Vient ee—za—+#bb , qui doit exprimer la raifon du 
diametre L K à fon parametre. La figure qui eft ici à c6- 


te reprefente la conftruétion de l'équation y y —* X y —cy 
+xx—fx—ag—0o, qui neft différente de celle du 
Probléme qu'en ce que d=— 4. 

Maintenant ayant pris fur la ligne 4 B autant de parties 
AP, AP, &c. qu'on voudra, & mené des paralleles 
PM, PM, &c.à BE ; on prendra chaque P M égale à 
Ja quatriéme proportionnelle à fa correfpondante 4P & 
la donnée À B. Et faifant paler une ligne courbe MA4M 
par tous Îes points M ainfi trouvés , il eft évident qu’elle 
fera le lieu de l'équation x°—447y ; & par conféquent la 
premiere Parabole cubique qui par fes points .d'interfec- 
tion M, M, avec le cercle, fervira à découvrir les raci- 


nes 4P, AP, de l'égalité propofée. 
| R:iE M À R Qu :E: III. 
413. & OMME l’on a parlé fouvent dans ce Livre QE, 


Paraboles de tous les degrés, & qu’on vient même d'em- 
ployer la premiere Parabole cubique pour réfoudre les 
. égalités du cinquiéme & du fixiéme degré ; je crois 
qu'il n'eft pas hors de propos d'éxaminer les différentes 
figures qu'elles peuvent avoir. Soient donc données de 
polition deux lignes droites indéfinies BC, DE , qui 
sentrecoupent au point À, & foit dans l'angle BAD Fc. 229. 
une Parabole 4 M de tel degré qu'on voudra , dont la 
nature eft tel qu'ayant mené d'un de fes points quel- 
conques / une parallele MP à DE , qui rencontre BC 
au point P ; & ayant nommé les indéterminées AP, x; 
PM, y ; la donnée AB, 1 5 on ait toûjours x” —y" ( les: 
lettres # & n marquent les expofans des puiflances de 


Vu 
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x & y qui peuvent être tels nombres pofitifs entiers qu’on 

voudra ; & l'on fuppofe feulement que # furpañle »). II 

eft évident 1°. Que 4 P( x) étant nulle ou zero, PM(y} 

l'eft auffi : & que plus AP (x) croi, plus aufh P My) 
YArt237. augmente ; & cela à l'infini. 2°. Que la foutangente PT* 


= x) eft toûjours moindre que ÂP (x), puifque l'on 
fuppofe ici que  foit moindre que #. D'où il fuit que la 
Parabole 4 M de tel degré qu'elle puiffe être , paffera toù- 
jours par le point 4; qu'elle s'éloignera de plus en plus à 
l'infini de la droite BC que l’on regarde comme fon 
diametre ; & enfin qu'elle tournera fa convexité du côté 
de ce diametre. Mais comme la ligne courbe 4 M qui 
tombe dans l'angle D ZB , n'eft qu'une portion de cette 
Parabole , il refte à examiner dans lequel des angles 
DAC,CAE,E AB, elle doit fe continuer ; & pour 
cela'il faut diftinguer trois différens cas. 


Premier cas. Lorfque l'expofant # de la puifflance de 
x éft ‘un nombre pair, & l'expofant z de [a puiflance 
7 un nombre impair. La racine # de x” fera LE +, & la 
racine z de y” fera feulement + ; car foit par exemple, 
m—4, & n—3, il eft clair que le quarré de quarré où 
la puiflance quatriéme de - x eft toüjours x,,& quil 
n’en eft pas de même du cube de y ; puifque le cube 
Fic, #29. de + y eft 7°; & celui de — y eft —y°. De là il eft évi- 
dent que 4P(x) peut étre pofitive & négative, & PM 
(y) toûjours pofirive; d'où l'on voit que la Parabole 4M 
doit fe continuer dans l'angle D A C', qui eft à côté de 
l'angle BÆD; en forte que: fi par un point quelconque 
|  K'de la ligne AD, on tire une parallele à BC elle rene 
"7 #°* contrera”la Parabole M 4 M en deux points M, M, qui 
feront également éloignés du point K. Telle eft la Para- 
bole ordinaire qui eft le lieu de l'équation xx —4y, où 

x x —ÿ en faifant le parametre 4 — r. 
Second tas. Lorfque les expofans #2 & » font des nom: 
bres impairs. La racine # de x” fera feulement!+ x,de 
même la raçine # de y” fera+-y; mais parçe que l'équation 
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— x” ——y" eft la même que #”—y", & que la racine 
m de— x" eft—x, & la racine # de —ÿeft— y; il s’en- 
fuit que À P(x ) peut être pofirive & négative de même 
que PM(y),en oblfervant que lorfque AP eft poñti- 
ve, PM left aufli, & au contraire. D'où l’on voit que 
la Parabole À M doit alors fe continuer dans l'angle 
CA E oppolé au fommet à l'angle B 4D, dans une po- 
fition toute femblable, mais renverfée ; en forte que pré 
nant AP égal à 4 P , & menant PA qui fafle avec 
A P l'angle 4P M égal à l'angle AP M; cette ligne P M 
rencontre la portion 4 7 qui tombe dans l'angle CAE, 
en un point M tel que PM eft égal à P M. Telle eft la 
premiere Parabole cubique x° —%4y, ou x°=—y en fai- 
fant 2— 1. 


T'roifiéme. cas. Lorfque l'expofant # de la puüiffance de 
x eft un nombre impair , & l'expofant # de la puiffance 
de y un nombre pair. La racine # de x” fera toûjours 
+ v, & la racine » de y” fera y; car foit par par exemple, 
AVI une feconde Parabole cubique qui eft le lieu de 
l'équation x° —=47yy, ou x’ —yy, il eft clair que la racine 
cubique de x” eft feulement +x, & que celle de yy ef 
7 D'où il fuit que la Parabole 4 M doit fe continuer 
dans l'angle B4E qui eft à côté de l'angle B ZD ; en 
forte que li l'on mene par un point quelconque P de la 
ligne À B'une parallele à D E , elle rencontrera la 


Parabole entiere M 4 M en deux points M, M, égale- 


ment éloignés du'point P. 

Or l'équation générale x” —7y" appartient toûjours à 
l'un de ces trois cas; car fi » & n étotent deux nombres 
pairs , on extrairoit de part & d'autre la racine quar= 
rée autant de fois quil feroit poflible ; ce qui la rédui- 
roit à une équation dont l'un des expofans feroit necef- 
fairement impair. Et l'on peut toûjours fuppofer que # 
furpañle 7 ; car s'il étoit moindre , & qu'on eût, par exem- 
ple, z4x=—=y°, on trouveroit en rapportant les points 
de la Parabole 4 M à ceux de la ligne DE , & nom- 
mant alors 4K, x; K M, y; çette autre équation x°—%4y 

Vuu] 


F1G, 2 3 Où 


F1G. 237: 


FiG. 132; 














































342 Livre NEUVIEME. 

qui exprimeroit aufli la nature de la même Parabole 
A M, & dans laquelle l’expofant de la puiflance de x eft 
plus grand que celui de la puiffance dey; de forte qu'on 
pourroit faire alots le même raifonnement par rapport à 
la ligne D E qu’on vient de faire par rapport à la ligne 
BC. De là il eft évident que toutes les Paraboles de tel 
degré qu’elles puiflent être , auront toûjours l’une des 
trois figures précédenres, 


PR OR OS IT LT ONE 


Problème. 


He S O1T propofée à conffruire l'égalité du huitiéme degré 
x°—bx/+cx—dx+ext— fx +oxx—hx+1=0, 
dans laquelle aucun terme ne manque, parle moyen de deux lieux 
géométriques ; l'un du fecond degré, € l'autre du quatrième. 
Ayant pris xx—4y pour le lieu du fecond degré; 
on fubftituera à la place de x , x7 ,x°,x5 ,x1,x°,&xx, 
leurs valeurs 4*y*,4°yx,a°y",aayyx,aæayy, ay X;, 4), 
& en prenant la droite donnée z pour l'unité, on aura 


b 
cette autre équation Yf—=xÿ +cy —dxyj+aey) 


— afxy+aagy—aabhx+a ]—0o dont le lieu eft du 
quatriéme degré, & des plus fimples ; puifque l’une des 
inconnuës x n'étant qu'au premier degré, on pourra en 
déterminer tous les points en ne fe fervant que de cercles 
& de lignes droites. ; 

Si l’on conftruit à préfent la Parabole qui ef le lieu 
de la premiere équation xx—4y, & qu'ayant pris pour 
y autant de différentes grandeurs que l'on voudra; on dé- 
termine les valeurs de x qui leur répondent dans la fe- 
conde équation ; le lieu qui paflera par les extrémités de 
toutes les y, & qui fera par conféquent celui de la fe- 
conde équation , déterminera par le moyen des points 
où il rencontre la Parabole , les valeurs cherchées des 
racines de l'équation donnée. Ce qui eft vifible ; puifque 
mettant dans cette feconde équation pour y fa valeur 





DE LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 243 
—, & pour les puiffances de y les puiflances de cette va- 
leur, on trouve l'équation donnée x°— 4 x7 &c—0. 


t 


COR OL LATRE.-T 


AIS: C OMME l'unité # eft arbitraire, on peut fuppoñïer 
qu'elle eft donnée, & qu'’ainfi la Parabole qui eft le lieu 
de la premiere équation xx=—47 eft donnée, Or il eft 
évident qu'on pourra toûjours par le moyen de cette 
équation transformer toute égalité du fepriéme ou hui- 
tiéme degré, en une autre équation du quatriéme , dans 
laquelle l’inconnuë x ne fe trouve qu'au premier degré. 
D'où il fuit que toute égalité du feptiéme ou du huitième 
degré, dans laquelle ou tous les termes fe rencontrent ou 
feulement une partie, fe pourra toüjours conftruire par 
le moyen d'une Parabole donnée & d’un lieu du qua- 
triéme degré, dans lequel l’une des inconnuës ne fe trou- 
vera qu'au premier; & cela fans autre préparation que de 
prendre pour l'unité le parametre # de la Parabole don- 
née, afin de réduire fous l'expreflion #c les quantités 
connuës qui multiplient x°, fous l'expreflion #4 d celles 
qui multiplient x°, &c. 


; CoOROLLAIRE II. 


416. O N prouvera de même que toute égalité du neu- 
viéme ou du dixiéme degré fe pourra toûjours conftruire 
par le moyen d'une Parabole donnée & d’un lieu du cin- 
quiéme degté dans lequel l’une des inconnuës ne fe trou- 
vera qu'au premier degré : que les égalités de l'onziéme 
& du douziéme degré fe conftruiront encore par le moyen 
d'une Parabole donnée, & d'un lieu du fixiéme degré; & 
ainfi de fuite pour les autres à l'infini. 








344 Livre NEUVIE ME: 
PROPOSE EONEX 


Problème. 


AIT. C NSTRUIRE l'égalité du neuviéme degré 
x’— bx7+c x &c—o, dans laquelle tous les termes fe 
rencontrent excepté le fecond; par le moyen de deux lieux géo- 
métriques chacun du troifiéme degré. 

Ayant pris x’=—=447y pout l'un des lieux du troifiéme 
degré, on fubftituera à la place de x? , x7, x6, &c. leurs 
valeurs 46 y, afxyy,a*yy , &c, & l'on aura pour l'au- 
tre lieu du troifiéme degré, en prenant z pour l'unité; 
y — = xyy+cyy &c—= 0 dans lequel l'inconnuë x ne 


peut monter qu'au fecond degré , puifqu'on fuppofe que 
par tout où il y a x° dans la propofée ; on fubftituë à fa 
late aa y. 

Or ileft vilble que fi l'on conftruit ce lieu avec la Para- 
bole cubique, qui eft le lieu de l’autre équation x = #47; 
leurs points de rencontre détermineront les racines de 
l'égalité donnée. 

GO RO LT ATRE. 


CA 8. T OUTE égalité du fixiéme, du huitième ou du 
neuviéme degré étant donnée , il, eft vifible qu'après 
avoir fait évanouir fon fecond terme, & l'avoir multi- 
pliée par fa racine x lorfqu'elle eft du huitiéme degré, 
& par fon quarré x x lorfqu'elle n’eft que du fepriéme, on 
la transformera toûjours en un lieu du troifiéme degré 
en fe fervant de l'équation x°=—474y dont le lieu eft une 
Parabole cubique donnée , & faifant la fubftitution com- 
me ci-deflus : de forte que cette maniere eft générale 
pour toutes les égalités du feptiëme, du huitiéme & du 
neuviéme degré. On trouvera de même que toute éga- 
lié du douziéme degré dont le fecond terme eft éva- 
nouï, fe transformera en un lieu du quatriéme , en fe 
fervant encore de l'équation x° aa) ;comme auf celles 
à 


ay 
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du dixiéme & du onziéme degré en les élevant au dou- 
ziéme, 

Mais fi l'on propofe une égalité du feiziéme degré 
dans laquelle tous les termes fe rencontrent, excepté le 
deuxiéme , où trouvera qu'en fe fervant du lieu du qua- 
ième degre xÂ—4y, on la transformera en un lieu 
du cinquiéme. On trouvera de même qu'une égalité du 
vingtiéme degré fe transformiera en un lieu du fixiéme, 


D 


d 4° 


en {e fervant encore du lieu du quatriéme degré xf= 45 y; 
comme auf celles du dix- feptiéme , dix-huitiéme & 
dix-neuviéme degré : que les égalirés du vingt-cinquiéme 
degré dans lefquelles tous les termes fe rencontrent , ex- 
cepté le deuxième, fe transformeront en un lieu du fixié- 
me degré, en fe fervant du lieu du cinquième «= 4#y; 
comme aufli toutes les égalités du vingt-uniéme, vingt- 
troifiéme & vingt-quatriéme degré. Er l’on peut conti- 
nuer cette recherche autant qu'on voudra. 


REMARQUE ÏI. 


419.], eft à propos de remarquer que fi dans une 
égalité du feiziéme degré non feulement le fecond ter- 
me manquoit, mais le troifiéme & le fixiéme; le lieu du 
cinquiéme degré lequel joint avec celui du quatriéme 
xt—45 y fert à conftruire l'égalité, fe transformeroit en 
un du quatriéme, & on peut faire des remarques -fem- 
blables fur les égalités des degrés plus élevés. Mais quoi- 
qu'il foit vrai de dire qu'une égalité du feiziéme degré 
dans laquelle il n'y a que le deuxiéme terme qui man- 
que, ne fe peut transformer qu'en un lieu du cinquiéme, 
fi l'on employe à cet effet le lieu du quatriéme xf— 43 y 
qui na que deux termes; on nen doit pas conclure 
en général , que les lieux les plus fimples pour réfoudre 
une équation complette duffeiziéme degré, doivent être, 
Jun du quatriéme & l’autre du cinquiéme. Car au cçon- 


traire , il me paroït évident que fi l’on fe fert d'un lieu, 


du quatriéme degré compofé de plufieurs termes à Îa 


X x 
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place de x4— 43 y qui n’en a que deux, on poufra choï- 
lir ce lieu en forte qu'il fervira à transformer l'égalité 
complette du feiziéme degré en un autre lieu du quatrié: 
me. En voici la raifon. Si l’on prend deux lieux du qua- 
triéme degré dans lun defquels Finconnuë x monte au 
quatriéme degré, & dans l’autre l’inconnuë y , il eft conf. 
tant par les regles dé l’Algebre, qu'en faifant évanouir 
Finconnuë y par le moyen de ces deux équations, on ar- 
rivera à une égalité dans laquelle Finconnuëé x montera 
au feiziéme degré. Or comme deux lieux du: quatrième 
degré, peuvent avoir enfemble plus de feize termes , puik 
que chacun en peut avoir quinze différens ,. il s'enfuit 
qu'ils peuvent contenir toutes les quantités eonnuës de 
l'égalité donnée : ce qui fuffit pour faire voir la poflibilité 
de conftruire une égalité complette du feiziéme degré 
pat deux lignes du quatriéme. | 


On doit de même penfer que les deux lieux Îles plus 
fimples pour conftruire une égalité complette du vingtié- 
me, dix-neuviéme, & dix-feptiéme degré, feront, l'un au 
quatriéme, & l’autre du cinquiéme, parce que Îa- rédui- 
te de ces deux lieux montera au vingtiéme- degré, & 
qu'ils pourront contenir enfemble plus de termes que la 
propolée, & renfermer par conféquent toutes les quanti- 
tés connuës qui s’y rencontrent. Et fi linconnué avoitzr, 
22, 23, 24, Ou 2$ dimenfions dans l'égalité propofée , il 
faudroit deuxlieux de cinq degrés chacun. Delà on forme la 
regle fuivante , qui fert à trouver les degrés des deux lieux 
qui peuvent réfoudre une égalité propofée; en forte qu'ils 
foient les plus fimples qu'il eft pofhble.. 

Il faut extraire la racine quarrée de la plus haute dr 
menfion de l'inconnuë. Si elle eft exaéte, chacun des 
deux lieux doit ayoir autant de degrés que cette racine 
eontient d'unités ; & fi elle ne left past, ou le refte cf 
égal, ou moindre que la racine, & alors l’un des lieux 
aura pour degré le nombre de la: racine, & l'autre ce 
même nombre augmenté de l'unité : ou le refte eft plus 
grand que. la raçine, & alors chacun des deux lieux aura 
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pour degré le nombre de la racine augmenté de l'unité. 
* doit propolé, par exemple, de trouver les deux lieux 
les plus fimples, qui peuvent réfoudre une égalité, dont 
la plus haute dimenfion de l'inconnuë 'foit de trente-fept 
degrés. Comme la racine quarrée de 37 eft 6, & que le 
refte 1 eft moindre que ce nombre 6 , il faudra que l'un 
des lieux foit du fixiéme degré, & l'autre du feptiéme, 
On trouvera la mème chofe, fi la plus haute dimenfion 
eft 38,39, 40 , 41 & 42. Mais fi elle étoit 43 , comme 
la racine quarrée de 43 eft 6, & que le refte 7 eft plus 
grand que cette racine, il faudroit deux lieux qui fuffent 
chacun du feptiéme degré; & il en eft de même fi la plus 
haute dimenfion étoit 44, 45, 46, 47, 48 & 49. 


REMARQUE IL 


420.], arrive quelquefois qu'on peut confiruire une 
égalité donnée par le moyen d'une feule & même cour- 
be mife en deux différentes politions ; & c’eft ce qu’on 
verra clairement dans cet exemple. 

Soit propofée à conftruire l'égalité du neuviéme degré 
#7 48 x — 48 b— 0, dans laquelle tous les termes moyens 
manquent excepté le penultiéme. Je prends l'équation 


x— ay, dont le lieu eft une Parabole cubique M 4 M Fic. 233. 


qui a pour paramétre la ligne droite donnée 4B—%, 
& pour appliquées des lignes droites P M (y) qui font 
avec les parties correfpondantes 4 P (x) de fon axe ou 
diamétre un angle pris à volonté 4P M que je fuppofe 
ici droit; & en cubant chaque membre, j'ai x? —46 y° : 
ce qui change par la fubfitution l'égalité propofée en 
cette équation y —440—4aax, dont le lieu fe conftruit 
ain{i. 

Soit prife fur 4P prolongée du côté de P la partie 
A C—b; & ayant mené par le point € la droite indéfi- 
nie C K parallele à P M foit décrite une autre Parabo- 
le cubique MC M qui ait pour axe CK, & pour appli- 
quées des droites K M paralleles à 4P, & ce le par 
À | | or 
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ramétre CD=—%4. Je dis qu’elle fera le lieu requis. | 
Car par la,conftruétion MK où CP—6—x>x, & par 


= EE . tn—mm—— 2 

la proprieté de la courbe CK — }MKxXxCD, ceft-à- 
dire en termes analytiques y} =4ub—aax. Oc il’eft 
évident 1°: Que fi des points M où cette derriere Para- 
bole cubique MCM rencontre l'aure MAM; on 
mene des paralleles A7P à CE ; les parties AP expri- 
meront les racines x de l'égalité propofée x? + aix 
— A8 b——0. 29. Que les Paraboles cubiques MC M, 
M A M, font préciiéinent, les mêmes.; puifque leurs pa: 
ramétres AB ,CD , font égaux, & que les angles ‘4 P 4£, 
C'K AM, que font leurs appliquées avec leurs axes , le font 
auf. eee os | 

La fituation des deux Paraboles cubiques M 4 M, 
MC M, fait connoitre que légalité propofée x7+ax 
— a$b—0o, na qu'une racine réeile 4 P (x), quiel 
toûjours vraie & moindre que 4C'(4); de forte que les 
huit autres font imaginaires. 





PROPOSITION XL | 


Problener 


AZI. C ONSTRUIRE soute égalité de telle degré gw'elle 
puifle être, par le moyen d'une ligne droite, & d'un lieu du 
même degré, duquel lieu toutefois on puifle déterminer tous 
les points en nemployant que des lignes droites. 

Il faut mettre le dernier terme de l'égalité propofee 
tout feul d'un côté en le rendant égal à tous les autres, 
& divifer enfuire toute l'égalité par la Jigne qui fait l’of- 
fice de l’unité, répétée autant de fois qu’il fera nécefiai- 
re, afin que, chaque terme nexprime que des lignes: 
comme fi l'on propoloit x— 4 xt+ucx—uadxx+4"ex 


x5 bx À cx3 dxx ex 
SA UE DRE AUS & a 


se À 
a a3 4 1 a 
Fire, 234, Cela fait , on prendra fur une ligne droite indéfinie AB 


dont l'origine” fixe foit au point À, une partie quelcon- 


— a f —0, on auroit f— 
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que À P pour la valeur de «x ;: &; ayant mené parallele- 
ment à la ligne 4 € donnée de, pofition une droite P M 

EN) bx cx3 dAzxi riex LT re 
+ PR" Ce qui fe péeut-toûjours 


a3 a 4 





faire * en n'employant que des lignes droites), fon extré- 
mité /7 fera l'un des points d'une ligne courbe AD EM; 
dont lés interfections M, M, M, &c. avec une ligne droite 
K M menée parallelement à 4B par le point K tel que 
AK =f, détermineront des parties KM, KM,KM, &c. 
qui feront les valeurs cherchées de l’inconnuë x dans l'é- 
galité donnée. ee 

Car menant les droites MP, MP, MP, &c. paral- 
les à 4 C;, &'nommantles indérerminées 4 P, x5 PM, #5, 
on-aura par la proprieté de, la courbe 4 D E M cetre 
équation PM'(y) — Se — 4e) Es sm Le 4 = qui eff 
un lieu du cinquiéme degré; & par’ la‘proprieté ‘de la 
droite K M cetre autre y —f. Ce-qui, en {ubitituant pour 
ÿ fa valéur f, & maolupliant' par 2°; doûne l'égalité 
même propofée x —Dxt Lac x a aAX x Ha ER — 
2 1 —0; | | 

Ces fortes de confiruttions, peuvent être très-utiles 
pour trouver les limites des égalités. Suppofons, par 
exemple , qu'on ait une méthode :pour. déterminer {ur 
la ligne AC les parties ZF, AG, telles que les droites 
FED,GE, paralleles à À4B touchent la Courbe en des 
points D, E; ilkeft clair 19. Que fi AK (f).eft moin- 
dre que 4 F & plus grande que 4 G, comme on le fup- 
pofe dans cette figure, l'égalité propofée aura trois ra- 
dBes vraies KM, K M, KM, &. les deux. autres ima- 
ginaires ; parce que:la figure. de. la courbe:eft. telle que 
la ligne K #8 la rencontrera en: trois, points, &. Jamais 
en davantage. 2°. Que fi 4K (f) eft moindre que AG, 
la ligne K 7 coupera la courbe en cinq points; c'eft-à- 
dire que l'égalité aura cinq racines vraies. 32. Que fi 
AK furpafle AF, l'égalité n'aura, qu'une racine, vraie, 
& les quatre autres imaginaires. 49.,Que fi AK =—=A F, 
l'égalité aura trois raçines vraies, dont 4l y en aura deux 


X x li 





* Art.376% 








FEG. 235: 
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égales entr’elles; fçavoir FDF D. 5°. Et enfin que ff 
AK—AG, l'égalité aura cinq racines vraies, dont il y 
en aura deux égales, fçavoir GE, GE. 

La même ligne courbe 4 D E M étant continuée du 
côté du point À, fervira à trouver les’ racines de l'égalité 
x —bxt+acx —aadxx+acx+af—0, qui ne 
différe de la précédente qu’en ce que le dernier terme a le 
figne + ; ce qui fait voir qu'on doit mener alors la droite 


K I au deflous de À B ? puifque fon lieu doit etre Ÿ — — f. 
REMARQUE. 


422% () N peut varier la conftrution précédente en dif. 
férentes manieres; car au lieu du dernier terme qu'on égale 
à tous les autres, on pourroit prendre tel autre des termes 
qu'on voudtoit, ou même deux quelconques. qui fe fuivent 
immédiatement, & les divifer enfuite d'une maniere con- 
venable! afin.que les égalant à l’inconnuë y, le lieu de 
l'équation ne füt que du premier degré. Soit par exemple, 
l'égalité du troifiéme degré x°—4hbx—4aac—o; je fais 


bx x3 +LT, ’ . 3 
Ra &c j'ai ces deux équations x°= 4 4y, &y= 
Lx 


EC, dont les lieux étant conftruits féparément donne: 
ront les racines de légalité propofée. Voici comment. 


Ayant pris à l'ordinaire pour inconnuës & indéter- 
minées les deux droites 4P (x), PM (y) qui font en: 
telles un angle quelconque 4 P M, fôit décrite une 
premiere Parabole cubique M4 qui foit le lieu @ 
la première équation x° —4#y. Soit menée par le point 
À origine des x une ligne droite parallele àeP A7, fur la- 
quelle foient prifes les parties 4 C0, A D=riduica; 
té où s'étend PaM; & ayant pris fur AP prolongée 
du côté de À la partie 4B—%, foit tirée par le point 
D une parallele indéfinie à BC. Je dis que fi des points 
if où elle rencontre la premiere Parabole cubique 


MMM, on mene des paralleles MP à AC; les cow 
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pées A P feront les racines de l'égalité donnée x? — 44 x 
— 4alC—0. | +5 

Car menant DE parallele à ZP, les triangles fent- 
blables B AC, DE M, donneront B 4 (4). AC (b):: 
DE(+x)EM— É & par conféquent P M(y = + Ce 
Or à caufe de la premiere Parabole cubique MAM, 
fon aura x — 447. Si donc l'on met à la place de y fa 


b 2 / 4 / 
valeur + c, on retrouvera l'équation donnée x? —%4 x 


A al—=0. | 

, S'il y avoit +2 dans l'égalité donnée. il faudroit prer< 
dre 4C du côté oppolfé à P M, & il en eft dé même de 
AD lorfqu'il y ac: de forte que cette conftruction eft 
générale pour toute égalité donnée du troifliéme degré. 
Car il eft évident qu'après en avoir fait évanouir le deu- 
xiéme terme, on. peut toûours la réduire fous l’une de ces 
formes. | SE 

Il eft vifible qu'on peut fe fervir d’une Parabole cubique 

donnée, puifqu'il n'y a qu'à prendre l'unité arbitraire z: 
égale à fon paramétre. | 


PRO POS PI T'ON KE 
Problême. 


#23. ÂÀ PPROCHÉR de plas en plus à l'infini de la juffe 
valeur des racines de toute égalité du troifiéme € du quas 
ériéme degré; € des égalités qui pallent le quatriéme degré 
dorfquelles n'ont que deux termes: en ne [e fervans que de li 
ques droites € de cercles. 

Soit donnée l'égalité du troifiéme degré x? 242p x 
—aag=—=0; je la multiplie par x pour l'élever au-quatrié- 
me & tranfpofant le terme 4 49 x, jai xt 24 DXX — 
aa4q% 5 jajoûte de part & d'autre z4pp pour faire que 
le premier membre foit un quarré, ce qui me donne: 
XL 2apXxX+aadpp—uaphp+aagx, & extrayant 
ds part & d'autre la racine quarrée, il vient xx «#9 
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= V?? +9 x; tranfpofant enfin #ÿ, & éxtrayant de nou- 





veau la racine quatrée, Je trouve x=NTap+aNV pprax. 
Je confidére à préfent que fi.au lieu de la jufte, valeur 
de la.racine vraie x, je prends une grandeur qui l'ex- 
céde, comme par exemple £5 il s'enfuit 1°. Que £ furpañle 


V=up+aNVop+gc. A Que V=p +aNVpp+gr 
fera encore plus grande que la jufte valeur de x. Cette 
feconde propolition eft vifible, mais pour la premiere elle 
fe prouve ainfi. | 

Si l'égalité du troifiéme degré a + 249 x, il eft clair 





# Ce fiene “QUE ct+iupcc*>aaqge,;doùil vienten ajoütant de 


ainlt tourné 


veut dire 


furpafle. 


2 


part & d'autre le quarré z2pp, & achevant le calcul 


comme ci-deflus, c > V—ap+aNpp+ac Mais lorf- 


qu'ilya—24px, on auraen tranfpofant 2 4 px & divi- 
fant, par x! cette égalité xx=— 24p+ "7, dioù il fui 
que fi l’on met dans “ pour x une valeur c plus grande 
que la racine vraie de l'égalité x°— 24px—aaq—0. 
la quantité 2 4p+ —% fera moindre que le quarré xx 


(puifque “eft moindre que “1 & à plus:forte rai- 





Ÿ 





a À 
que le quarré ce. On aura donc cc> 2 4p+ +, êc 


multipliant par ce, il vient ct —2apcc>aagc,doù 
2 . | . 7 \ 
lon tire ( en opérant comme l'on vient de faire ; 


c> Vap + 4 Vppoac. Or ceci fuppofé , je forme cette 
fuite : V+up-aNpp+gt, Vtup+aNpp+af, 
V+ ap+a Vrp+gc &c, dans laquelle fexprime le ter- 
me V+ap+a Vppægc qui le précéde immédiatement, 


& de même g exprime le terme V+a p+a Vo? + g f &C: 
Il eft donc évident par ce que l’on vient de démon- 
trer, que tous les termes de cette fuite feront plus grands 


que la jufte valeur de la vraie racine x, & qu'ils en ap: 
prochent 
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prochent toûüjours de plus en plus. Je dis à préfent que 
{1 on la continuë à l'infini, le terme infinitiéme (s’il eft 
permis de s'exprimer ainfi) ou le dernier terme de cette 
fuite , fera précifément égal à la valeur cherchée de l’in- 
connuëé x. Car foit # ce dernier terme, il eft certain par 
la nature de la fuite qu’il approchera de plus près de 
J'inconnuë x que tous les autres termes, & qu'ainli le- 





terme V + ap+aWpp+gx qui le fuivroit immédia- 
tement, s'il n’étoit pas le dernier, ne peut être moindre 
que lui ; puifque sil étoit moindre il aprocheroit de 
plus près de l’inconnuë +, & feroit par conféquent le 
dernier terme, ce qui eft contre Îa fuppofition. Or il ne 
peut être plus grand, car on vient de démontrer que 
tous les termes de la fuite vont en diminuant. Ilfaudra 
donc qu'il lui foit égal, & on aura par conféquent x — 





V+a p+aN pp+gx, c'eft-à-dire, en Otant les incom- 
menfurables x°+24px—4xag—0o, d'où l’on voit que 
Ax=X. Ce qu'il falloit démontrer. 

On prouvera par un raifonnement femblable ; que fi 
fon prend une grandeur « plus petite que la jufte valeur 
de x, tous les termes de cette fuite iront toûjours en aug- 
mentant, en forte que le dernier fera précifément égal à la 
valeur cherchée de x. Voici maintenant comment on peut. 
conftruire par Géométrie eette fuite, en nemployant que 
des lignes droites & des cercles. 

Ayant mené deux lignes droites indéfinies, BD, CP, Fic.236, 
qui s'entrecoupent à angles droits au point 4, on pren- 737: 
dra fur l’une d'elles les parties 4B—4, 4AD—9p, du 
même côté du point À lorfqu'il y a+ 24px, & de part 
& d'autre lorfqu'il ya —24p x, comme on le fuppofe dans 
ces deux figures ; & fur l’autre les parties 4C—3g, 
AP—c, toûjours de part & d’autre du point 4. Ayant 
décrit du diamétre C P un demi-cercle qui coupe 4 D 
en E,on prendra fur 4C la partie AF égale à 4E, & 
on portera fur ZD depuis le point D vers le point 4 
dans le premier cas, & vers Le çôté oppofé dans le 


Yy 
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fecond, la partie D G égale à D F: On décrira enfin a 
diamétre B G un demi-cercle qui coupe 4P en © ,je 





dis que AON ap+a Vopæac Car à caufe du de- 
mi-cercle CE P la ligne 4E ou AF—V ge, & à caufe 
du triangle reétangle F 4 D l'hyporhenufe F D où DG 


—Vpp+g, & par conféquent AG—=p+NVpp+gc, 
& à caufe du demi-cercle B 0 G la ligne 4 0 — 


Vap+aVpp+gc. Nommantà préfent AO, f; & réi- 
rérant la même opération en fe fervant de 4 Q au lieu de 

















AP, ontrouvera AR — V 4 ? ne 2 p +af. & enfuite 
par le moyen de 4R que j'appelle z, on trouvera 45 — 


Va p+aNVpp+gz en réitérant encore la même opéra- 
tion : de forte que la continuant autant que lon voudra, 
on trouvera des lignes 4 P, 40, AR, AS, &c. qui ap- 
procheront de plus en. plus à l'infini de la jufte valeur de la 
vraie racine x de l'égalité propoféex* 24px—44q=—0. 

Il eft à remarquer que l’on peut prendre d'abord pour 
AP (c) telle grandeur que l’on veut, car fi cette gran- 
deur fe trouve plus grande que la racine x, les autres 
lignes 4 @©, AR, AS, &c. vont toûjours en diminuant; 
& au contraire fi 4P eft moindre que x, elles iront en 
augmentant : de forte que la vraie racine eft renfermée 
entre ÀP de l’une de ces deux figures & 4 P de l'autre, 
AQ & A0, AR & AR, AS & AS. D'où Fon voit 
qu'en formant deux fuites convergentes , dans lune def- 
quelles le premier terme foit plus grand que Îa vraie ra- 
cine, & dans l’autre plus petit, l’on aura toüjours en pre- 
nant les termes correfpondans de ces deux fuites, des 
Hmites entre lefquelles fe doit trouver cette racine; de: 
forte que la différence de ces limites diminuë de plus en 
plus à FPinfini. 

Si l’on demandoit les deux autres racines de légalité 
propolée x— 2 4 p x — 4 a g —0. Nommant# la racine 
approchée. que l'on vient de trouver, on la regarder 
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comme étant exacte : c'eft pourquoi divifant cette éga- 
lité par x —m", la divilion fe fera au jufte (car le refte 
M —2apm—azg—=0,puifquon fuppofé x=—=»), & 


on aura pour quotient l'égalité xx+mx+mm—24p 


— 0, dont la réfolution fournira les deux racines qu’on de- 
mande. 

Toutes les égalités du troifiéme degré peuvent fe réduire 
à l'un ou l’autre de ces deux formes; car après avoir fait 
évanouir lé fecond terme; s'il y avoit +44 g en mettant 
— 4 a 4, Où ñe feroit que changer lés racines vraies en fauf- 
fes & les faufles en vraies. D'où l'on voit que lés conftruc- 
tions précédentes fufifent pour trouver les racines appra- 
chées de toute égalité donnée du trofiéme degré. Paflons 
maintenant au quatriéme, 

. Soit propofée l'égalité du quatriéme degré x°2 3 pxx 
—auqgx—ar=0, dont il faille trouver les racines ap- 
prochées. Je cherche, comme l’on vient d'enfeigner ; les 
racines approchées de légalité du troifiéme degré 

HE RSPRI LP ED 
+4ATy+oapr 
— 4 q dise 
où l’on doit obferver d'écrire — 2p° lotfqul y a dans 
la propofée «+3 4 px x; —4ar lorfquil ya 47; & 
enfin — 8 4 pr lorfque les fignes .des termes 3 2pxx & 
a° r font différens. ] 
approchées y comme étant exaéte, & ayant trouvé une 


lignevu=—Vayz2ap,{çavoir+1#plorfqu'ilya—34pxx, 
&—24ap lorlqu'il y a +347pxx; jai pour les quatre 
racines approchées de la propofée, celle de ces deux 


sYHÆESb __ 99 
2 Z © 


égalités du fecond degré x x = v x + 


& xx+uxp EM LL UT — 9 (en obfervant de 
z 


prendre —+p lorfqu'il y a —34+px x dans l'égalité pro” 
polée , & + zp lorfque c’eft + 3 «px x) que l'on conf 
truira aifément en n'employant que des cercles & des 
lignes droites. Tout ceci n'eft qu'une fuite de la regle 
que donne M. Defcartes dans le troifiéme ae de fa 
| Yyi 


ne a ———-—— — —— — —_——— = _ …——…—…— nn = _ — 


e regarde enfuite l’une de ces racines 
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Géométrie pout réduire toute égalité du quatriéme depté 
à une du troifiéme , de laquelle connoiffant une des ract- 
nes, on a les quatre de la propofée; & comme cela dépend 
de l’Algebre pure, je pourrois le fuppofer ici comme dé- 
montré. En voici cependant la raïfon en peu de mots. 
On regarde l'égalité du quatriéme degré xŸ— 342pxx 
—4aqx—ar—o, comme le produit des deux planes 
2x—vxHab—ac—0o & xx+vVXx+ab+ac—=0, 
dans lefquelles les lettres vw, 4,2, c, marquent des in- 
connuës qui doivent être déterminées dans la fuite , en 


forte que le produit de ces deux égalités qui eft 


TUE cu x +408, , foit en effet l'égalité 
+iabxx GE Éd 2 


KE 
même propofée. Pour cela j'en compare Îes termes cor- 
refpondans, & j'ai. c— "7, 20,4 — "23, 30,8 b—ce 
F 24 Zz-4 
2 \ L 
= — 47, OUbb—cc+ar—0; ceft-à-dire, en mettant 
pour # & pour c les valeurs que l’on vient de trouver & 
#9 ANPhvv 
+44irvv 
Et fi l’on fait vu—4y+e42p, on trouvera par la fubfi- 
tution l’égaliré du troifiéme degré 
Hi PE) L2h* | De HAN) 
+a4ary+8apr = 0, de laquelle connoiffant une racine y} 


— 499 
on aura, en prenant la racine quarrée de 47+24p, la 


valeur de v, & enfuite celles de Z & de c, lefquelles étant 
mifes dans Îes deux égalités planes que l'on a fuppoñées 
d'abord, on en formera deux autres dont le produit fera 
l'égalité même propofée, & dont la réfolution par confé- 
quent fourmra les quatre racines qu'on demande. S'il n’é- 
+oit queftion que de trouver une racine vraie d’une égalité 
du quatrième degré, on pourroit la trouver immédiatement 
“par une fuite en cette forte. | 

Soit xŸ+22pxx—4aagx—4"7—0, on trouvera 
en opérant de même que pour le troifiémie. degré 


ordonnant, l'égalité v$—64pu — a qq —0: 





x =V = ap+aN gx+pp+ar, ce qui donne, en fai 
fant pour abreger pp-+r—nn, Cette fuite convers 
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gente c, V—ap+aVnn+gc;V=ap+aVnn+qf, 


VTap+aNVin+gc; &c , dont la conftruétion n'eft 
différente des précédentes qu'en ce qu'il faut prendre 
A1P=n.&DG=F.E; | 


Si l'on avoit x*+24pxx—4agx+a r—=0; on 

















trouveroit x NÉ Rp +4 Va x +pp—ar;& on forme- 
roit lorfque pp furpafle #7 (en faifant pp—4ar—nx) ta 
même fuite convergente que ci-deflus. Mais il eft à re- 
marquer que lorfqu'il ya + 1 2p x x dans l'égalité don- 


née, il faut que Vyx+pp—ar furpañle » afin que 


Var ” Va X+pp—ar valeur de la racine x ne 
renferme point de contradiction ; ce qui. donne. x > 


& par conféquent il faudra prendre »« plus :prande 











ar 
ue tan @ 
AS | 
Si pp eft moindre que 47, l’on formera alors , en-faifant 


ar—pp—4 n, cette fuite convergentet NEapha Vgc—gqn, 
tm etenentetentet F 








V=ap+aVgf—gn, Vap+aVag—aqn 10O 
où l'on doit remarquer que lorfqu'ilya— 24 p xx, dans 
l'égalité donnée, il faut que x furpañle 7 ou A afin 








.que Vap+aNGx+pp a r valeur:de:xne renferme 
point de contradiction, & qu'ainfi on doit prendre € plus 
grand que . | à , 

Il peut arriver [orfqu'il y a,+-7 dans l'égalité donnée 
que ces racines foient toutes quatre imaginaires , & alors 
on tombera infailiblement dans quelque contradiction en 
conftruifant [a fuite ; câr on n'a démontré qu’elle eft conver- 
gente qu'en fuppofant qu'il y eut uné racine vraie dans l’é- 

alité donnée. Au refte, là, conftrüétion de la derniere fuite 
“eft un peu différente des autres, mais comme ellé n'eft pas 
plus difficile, je ne m'y arrèterai pas. 

Cette méthode devient embarraflée lorfqu'on la veut 
étendre à des égalités complettes qui paffent le quatriéme 


Yyi 
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degré; c'eft pourquoi je me contenterai de lappliquer 4 
une égalité du cinquiéme degré qui na que deux termes, 
& qui fervira de méthode ‘pour les autres plus compofées 
qui n'ont pareillement que deux termes. | 

Soit x°— af b— 0; multipliant par x, & tranfpofant il 
vient #%— 252 x, & extrayant la racine quartée on aura 
si —œaavbx où xt—=uaxvbx, & extrayant de now 
veau deux fois de fuite la racine quarrée , on trouvera en- 


fin x—=VaV xvbx; ce qui fournit cette fuite conver- 


Eis, 253. 


gente, c, Va Vevé Ce Va VV 6, Va Vevbz, &c, dont 
voici la conftruétion géométrique, | 
Ayant mené deux lignes droites mdéfinies B D, CP; 
qui s'entrecoupent à angles droits au point Z, on pren« 
dra fur l’une d’elles la partie 4B=42, & fur l’autre, les 
parties AC=—6, AP—c, de part & d'autre du point 
Æ. Du diamétre PC ayant décrit un demi- cercle qui 
coupe BA prolongée du côté de 4 en D, & ayant 


pris fur. AC la partie ÀF=— 4 D ; on décrira du dia- 


métre P F un autre demi-ceréle qu coupe Z D en E. 


On décrira enfin du diamétre B E un trofiéme demi- 
cle qui coupe AP en 9; il eft vifible que 40 


= Va Vevbe. Nommant à préfent 4.0 ,f; & réitérant 
la même opération en fe fervant de 4 0 au lieu de AP, 


on trouvera 4 R=V avi. & de même AS —Va Ve Vbe. 
Et les droites 4P, 4.0, AR , &c. approcheront de plus 
en plus à l'infini de la jufte valeur de l'inconnuë x de l'é- 
galité donnée #° —#1b—o, Cela fe prouve de la même 
manière que pour les égalités du troiliéme degré. 

M. Bernoulli célébre Profeffeur des Mathématiques à 
Bale, eft l’Auteur de ces fuites. On peut voir ce qu'il en 
dit dans les Aûes de Léipfic de l'année 1689. page 45 








menant la perpendiculaire MO fur l'axe, cette ligne 
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PROPOSITION XIII 


: Problème. 


“at U: E portion dé Selion conique étant donnée , trou- 
ver par fon moyen les racines d'une égalité donnée du 1roi- 
fiême ou du quatriéme degré. 

On a vü dans le Problème précédent qu'une égalité 
du quatriéme degré étant donnée, on en peut toûüjours 
trouver une du troifiéme, de laquelle connoïffant une 
racine on a les quatre de la propofée; en ne fe fervant 
que de lignes droites, & de cercles. On fçait de plus 
que toute égalité du troifiéme degré fe peut réduire 
fous cette forme x 242px 24 g— 0, dont:lune des 
racines eft vraie, & les deux autres ow faufleso)ou: imagt-? 
naires. Cela pofé; foit x? 24px—42g—0, dont il 
faille trouver les racines, par le moyen de la portion don- Fic, 239. 
née B D d'une Parabole qui a pour axe la ligne € H dont 
l'origine eft au point C.. Des points B, D, extrémités de 
là portion donnée ayant mené les perpéndiculaires 
BG, DH, fur l'axe, 1l eft manifefte que fi la. vraie ra- 
cine étoit plus grande que BG, & moindre que DH, 
le cercle décrit du centre E, trouvé comme l’on à en- 
fcigné à la fin de l’article 387 pour les égalités qui n’ont 
point de fecond terme ; & du rayon EC’, couperoit in- 
failliblement la portion B D en quelque: point. 4; d'où 


MO en feroit la vraie racine. Il eff donc queftion lorf 
que ce cercle ne coupe point la portion B D, de trans-' 
former cette égalité en un’autre dont la vraie racine 
{oit renfermée entre les Hmites BG, D H. Pour le faire, 
je nomme les données BG,f; DH, g; & je fappofe 
que l’on ait deux limites #,#, entre lefquelles la vraie 
racine x foit refferrée (# eft moindre que #, & f moin-* 
dre que g). Ce qui donne x plus grand que »# & moin- 
dre que », & multipliant chaque terme par.f & divifans - 
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par #2, il vient À plus grand que f & moindre que fe, Si 
l'on fait à préfent x — # , & qu'on mette dans légalité 
se < | d (: Il mx 
K°L24px—aag—0;,à la place de x fa valeur F » On 
- ns anqaf}1# : 
la transformera en celle-ci x = ee 2 — x 0, Qui 
RE ve UE 
aura fa vraie racine x=—"< plus grande que f & moindre 


quel. D'où il fuit que fi les limites #, #, étoient telles 





que 7” füt égale ou moindre que g, il n’y auroïit qu'à 


PK 
conftruire cette derniere égalité felon Particle 387, pour 
avoir fa vraie racine M O (x) par le moyen de la portion 
donnée B D.: Delà on tire la conftruétion fuivante. 

On fera par le Problème précédent deux fuites con- 
vergentes qui approcheront l’une en deflus & l'autre 
en deflous de la vrai racine x de égalité donnée 
xŸL2apx—aag==0. On choilira deux termes corref- 
pondans dans ces deux fuites m,#, qui foient tels que 
ke foit égale ou moindre que g.: ce qui fe pourra toi: 
jours faire, puifque f eft moindre que g, & que la diffé. 
rence qui eft entre # & #7 diminuë continuellement à 
l'infini, Cela fait, on transformera légalité donnée en 
une: autre x’ D 22 RL — 0, dont l'inconnuë fera 


x; & en la conftruifant felon la fin de l’article 


387, le cercle coupera infaillibement la portion don- 
née BD en un point M; duquel ayant mené fur l'axe 
la, perpendiculaire AZ 0 , elle fera la vraie racine x de 
cette feconde égalité : & faifant enfuite = cette 
ligne x fera la vraie raçine de l'égalité 4° 2 4 px — 
AA I—=0, | | 

_Si l’on veut trouver les deux autres racines de cette 
2 Sn , x . . . » , 
ggalité lorfqu'elles ne font pas imaginaires ; il n’y a qu'à 
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RH VRE DICEE MES 
Des Problèmes dérerminés. 


PROPOSITION GENERALE. 


: 42 s- Lx Problème de Géométrie déterminé étant propo- 

JE ; en trouver La folution. | | 
_ On regarderä d’abord le Problème propolé comme sil 
étoit réfolu , & on tirera les lignes que l’on jugera les plus 
propres pour faire connoïître ce qui n’eft que fuppofé. On: 
nommera enfuite toutes ces lignes ( qui font pour l'ordi- 
naire des triangles reétangles ou femblables ) par des ler: 
tres de l’Alphabet, fçavoir des lignes qui font connuës par 
les premieres lettres , & les lignes-inconnuës par les der- 
nicres lettres ; & on parcourra toutes les conditions dw 
Problème ,en comparant ces lignes entr'elles dans l’ordre 
le plus fimple & le plus naturel qu'il fefa poflible : ce qui 
doit fervir à former autant de différentes égalités qu'il ya 
d'inconnuës. On employera enfin les regles ordinaires de 
VAlgebre pour réduire ces. différentes égalirés à une feule: 
dans laquelle il ne fe trouve plus qu'une inconnuë, & pour 
Pabbaiffer , s’ilfe peut,à un moindre degré ; & l'ayant rélo- 
luë par les regles prefcrites dans le Livre précédent , om 
en tirera la folution cherchée du. Problème. Ceci s'élait- 
cira parfaitement par les exemples qui fuivent.. 


EÉxEMPLE E 


Fire, 240. 426. bia ligne droite ÂB étant donnée , trouver hors 
de cette ligne le point © tel qu'ayant mené les droites 
AC,CB; 1°. La fomme de leurs quarrés foit au triangle 
ACB en la raifon donnée de f à g, 2°. L'angle 4C B 
qu’elles comprennent foit égal à l'angle donné G D K. 


Je fuppofe que le point € foit celui qu'on cherche, & 
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je mene C H perpendiculaire fur ÀB que je divife par 
Je milieu au point Æ. Je nomme la donnée 4E ou EB,4; 
& les inconnuës EH, x ; HC, y; &tjai AH—4a— x, 
BH—a+x. Donc à caufe des triangles rectangles: 


AHC, BHO’, les quarrés des hypothenufes ("2200 


2 
—24axX+xx+yy ; & BC AR LAREXK HT) 5 





& par conféquent 4C +BC =2aat2xx+ 2 y Y- 
Or puifque le triangle 4ACB=—2AE xCH (4y),il s'en< 
fuit par la premiere condition du Problème que 24%: 
+2XXH+2YY. ay::f.G 3 CE qui donne en multipliant 
les extrêmes & les moyens, & divifant par 2g cette équa- 


tion ARR X HYY—= y=2my ca prenant ( pour Oter 


les fraétions ) une ligne m— ef. 


Il refte maintenant à accomplir la feconde condition; 
fçavoir que l'angle 4 C'B foit égal à l'angle donnéG D K. 
Pour y réüflir , je mene d’un point G pris à difcrétion 
dans la droite G D, la perpendiculaire G F fur le côté 
DK, pflélongé , s'il eft néceffaire, & du point 4 la 
perpendiculaire ÆL fur le côté BC prolongé auffi, sil 
eft néceffaire , afin d'avoir deux triangles rectangles 
femblables 4CL, GDF, dont l'un GDF eft donné. 
Cela fait, je nomme les données DF,6:; FG,c; & fai- 
fant , pour abreger, BC—n, jesærouve à caufe des trian- 


gles reétangles femblables BCH, BAL, ces propor- 
tions. BC (nn). CH(y)::BA (284). AL =, Et 
BC (n). BH (a+x ):: B 4 (24). BE — EE, Et 








par conféquent C Lou BL—BC—= "2". Donc 

puifque l'angle 4C'L doit être égal à l’angle GDF, il 

faut.que CL (ET. AL (EN :: D F(6).FG 

{c); d'oùlon tire en multipliant les extrêmes & les moyens à 
2aac+2acx—cnn—2aby, ceft-à-dire, en mettant, 


pour 22 fa valeur +4+24x+xx+yy, cette feconde 
Zi 








FIG, 247. 
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équation Z40—cxx—cyy —2 4 byqui renferme la {e- 
conde condition du Probleme. 

Comme l’on a trouvé autant d'égalités qu'il y avoit 
d'inconnuës , & que l’on a fatisfait à toutes les condi- 
tions du Problême ; il ne faut plus que fe fervir des re- 
oles ordinaires de l’Algebre , pour réduire ces égalités 
à une feule qui ne renferme qu'une inconnuë y où x : & 
c'eft ce qu'on peut faire en cette forte. J'ai pour premie- 


re équation az+xx+yy=2My, &t pour feconde, 
24by 


AAC—CXKX—LCYY—24b0y OÙ Aa —XX—YY—= 5 
c'eft pourquoi ajoûtant enfemble d’une part Îes deux pre- 


miers membres, & de l’autre les deux feconds, jetrouve 2 #4 


z24b 4 , \ . - a A Sr AD 
= — +2my,d'où je Hey ren PAU ze 
Et mettant cette valeur à la place de y & fon quarré à la 


place de yy dans l’une ou l'autre des équations précéden- 

| ASSET TE 

ON MIE EN CRT _0Vmm— fs, 
MM 4 2f + ff m4 f 

d'où je connois que fi mm étroit moindre que #2+/fle 
Problème feroit impoflible. En voici la conftrudfn. 


» 
tes, Je trouve xx — 


Par le point E milieu de 4B ayant tiré une perpendi- 
culaire indéfinie O N à Æ4B , on menera par le point Ala 
ligne 4 M qui faffe avec 48B l'angle E 4 M égal à l’an- 
gle D GF qui eft donné. Dupoint A où cette ligne ren- 
contre la perpendiculair#O N, comme centre, & du rayon 
M À, on décrira un arc de cercle 4C B. On prendra en- 
fuite fur E M prolongée du côté de Ma partie MN —#» ; 
& ayant joint N 4, on lui menera la perpendiculaire 40 
qui rencontre NO au point O , par lequel ontirera une pa- 
rallele à 4B. Je dis que cette parallele rencontrera Farc 
de cercle 4C'B au point cherché C. 

Car ayant mené CH perpendiculaire fur AB, il eft 


clair que C'H=E 0 — RE puifqu'à caufe des trian- 
gles reétangles femblables NE 4, AE O,, il vient NE 
(m+f). AE (a):: AE (4). EO0———. De plus à 


D+f © 
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2  ——2 
caufe du cercle, C M — 4 Mi—=aaæ+ff; & partant 
. A 4 . 9 } « \ +: 
puifque. MO —/f+ ni il s'enfuit à caufe du trian- 


gle rectangle MCO que CO ou EH (xx)—=4af 


2#af BTAT. __aamm—nanff — af 
fem ma f mme inf + mm 2mf + ff .. Donc 
&c. 





REMARQUE. 


427: L ORSQU APRES avoir fatisfait à toutes les quef- 
tions d'un Problème, on eft arrivé à deux équations qui 
renferment chacune les deux mêmes inconinuëés, il n’eft 
pas nécefaire, fi l’on veut, de les réduire à une feule qui 
ne renferme plus qu'une inconnuë , comme il eft prefcrit 
dans la propofition générale : mais l'on peut réfoudre le 
Problème, en conftruifant féparément les lieux de ces 
deux équations, car leurs points d'interfettion ferviront 
à trouver les valeurs de ces deux inconnuës. C'eft ce qui 
fe voit clairement dans cet exemple, où l'on a pris pour 
inconnuës les droites EH(x), HC(y) qui font entr- 
elles un angle droit E H C'; & où après avoir farisfait aux 
conditions requiles, on eft arrivé à ces deux équations 
da+xx+yy—=2mÿ, Raa— xx —“yy—21/f}y;carles 
cercles qui en fonrles lieux étant décrits féparément don- 
neront par leurs interfeétions des points qui fatisferont : 
voici comment, 

A yant décrit comme dansla premiere conftrüétion Parc 
de cercle 4CB, on décrira du centre 4, & dm rayon 
AP = m , un arc de cercle-qui coupe là perpendiculaire 
EM en P. On prendra fur cetté perpendiculaire la par- 
tie EQO—m du côté de l'arc AC B , & on décrira du 
centre © & du rayon O0 C—E P, un cercle qui coupera 
l'arc À CB en des points C qui fatisferont. 





Z 


Car à caufe de ce dernier cercle on aura Ÿ C ou EP 


(mm—aa)—Q0 (mm—2my+yy)+OC (xx), 
c'eft-à-dire, la premiere équation 44% x +yy—27} ; 


Z 2 11} 
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RE me men 
& à caufe de l’autre cercle AC B , il vient MC où M A : 


| si < ———— 2 
(f+ea)=MO (F+2fy+y) +00 (xx) celà 
dire, la feconde équation a4—xx—yy=2f7. D'où 
il fuit que.le point cherché C fe doit trouver en même: 
temps fur ces deux. cercles, c’eft-à-dire, qu'il doit fe con< 
fondre avec leurs points d'interfeétion. | 

Il eft vifible qu'il y a deux différens points C qui fatis- 
font à la queftion, lorfque ces deux cercles fe coupent en 
deux points commedans cette figure ; qu'il nyena qu'un ; 
lorfqu'ils festouchent; & qu'enfin 1l ny en peut avoir au: 
cun , lorfqu'ils ne fe coupent ni ne fe touchent. ; 

II faut bien prendre garde qu'en refolvant un Problème 
par le moyen de deux lieux, on ne tombe pas dans une 
conftruttion plus compofée, que fi étant arrivé à une feule 
égalité qui ne renferme qu'une inconnuë x ,-on l'eut conf- 
truite felon les regles du Livre précédent. Je m'explique : 
qu'il faille , par exemple, réfoudre un Problème ( c'eft le 
trolfiéme exemple qui fera propofé) dont les conditions 





foient renfermées dans ces deux équations = — , & 
TR JJ=aa+x x; l'on fe fervoit des lieux de ces deux 
équations, il eft.clair qu'il faudroit mener une ligne dror 
“Art.306. te* qui feroit le lieu de la premiere équation, &. décrire 
* Art.330, UNE Hyperbole * qui feroit le lieu de la feconde, pour 
# 332. avoir pat leurs interfettions les valeurs des deux incon: 
| nuës x & y. Mais parce qu'en réüniffant ces deux équa- 
tions en une feule, on trouve. l'égalité du fecond degré 
26cd, | ccdd—aaf 
cc+ff Cc—f. 
ployant que des lignes droites & des cercles ; ce feroit 
une faute confidérable de fe fervir d'une Hyperbole, 


K'X— —0 , qui fe conftruit en n'em- 





ExE mMPrLE IT 


FIG, 242. 428. le quatré 4 B C D étant donné ; il faut mener 
d'un de fes angles À la ligne droite 4 E, en forre que 
fa partie FE comprife entre les côtés BC, CD ; oppo: 
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és à cet angle foir égale à une digne donnée 4. 
Je fuppofe que le point E pris {ur le côté D C prolon- 
gé, foit tel que la partie FE de la ligne ZE foit égale 
a, c'eft-à-dire que je fuppofe la queftion réfolcé: .& je 
nomme la donnée 4B ou 4 D ou DC ou:CB:,4; 
Finconnuë DE, x. Cela fait, les triangles femblables 


EDA,ECF, donnent ED (x). D'A(a)::EC(x—a). 
CF ———",&le triangle reétangle ECFdonn FE 


X 











GAXX 


203 x nt 





2 RTS à 
EC HCEF —xx—2ax#+aa+ — : 
Mais puifque-par la condition du Probléme F E doit etre 
AGXX— 2:43 tte at 


égale à #, on aura xx —2ux+44+ 


an 
LL 2 


2 


=hhouxt—2ax moaadrxk—bbhrxx— ra x+at==0, 
D'où l'on. voit que. la réfolution de cette -égalité doit 
fournir pout. DE. {(-x) une valeur.telle. que iménant:la: 
droite. À E; fa partie F E. comprife entre les côtés CB ; 
D C', foi. égale à la donnée. : . 


L'égalité que l'on vient de trouver. étant du quatriéme 
degré, 1l faudroit employer pour la réfoudre une Seétion: 
CEonique. C’eft pourquot je dois chercher, auparavant par 
les regles que fournit l'Algebre , fi elle ne fe peut point 
abaifler à un degré plus fimple, & je trouve én éffer que 
fi l’on prénd €c—4 4 +66, elle fera le produit des deux 
égalités xx+aa—ax—cx—0, & xx+aux—a# 
Æ+cx—0, qui font chacune du fecond degré, de forte 


que pour avoir les quatre racines de l'égalité du quatriéme: 
‘degré x°— 214 x3 &c,il ne faut que trouver les racines de 


chacune de'ces deux égalités. Je ne n'arrête point à. cher-- 
cher les racines de l'égalité x'x+aa—ax+#cx—0;; 
parce que c furpañlant z, la difpofition des fignes me fait 
connoiître qu'elles font toutes deux faufles : mais je trouve: 
celles de l’autre égalité xx+aea—vx—0cx—0, que Je 
gonnois être toûtes deux vraies, de la maniere qui fuir. 
Soit prife fur le côté 4B' prolongé la partie BG, 
&. foit décrit du diamétre 4G un demrcçercle qui cour 
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pe en E le côté D C prolongé. Je dis que ce point fera 
celui qu'on cherche. 
Car nommant DE, x; & menant la perpendiculaire 
EH, on aura HG=a+c—x, & par la propriéré du 
= 7! 


cercle AHXHG(ax+cx—xx)=E H (4a). 
R\iE' M ANR CQUUSE dE 


429. L ORSQU APRES avoir fatisfait aux conditions 
d'un Problème, on arrive à une égalité compofée qui 
a plufieurs racines réelles, il eft vifible qu'il n’y a qu'une 
dé ces racines qui exprime la valeur de l'inconnuë qu'on 
cherche : mais on doit Bien remarquer que les ’autres 
peuvent aufli fervir à la réfolution de la queftion, dans 
un fens qui ne peut être différent de celui qu'on s'eft 
imaginé que dans quelques circonftances particulieres, 
Ainfi dans cet exemple la petite racine vraie D L(x) 
de l'égalité xx—4x—cx+au—0o, donne fur le co- 
té D C'un point L tel qu'ayant mené la droite ÀL qui 
rencontre le côté BC prolongé en K , fa partie L K ef 
égale à la donnée #. De même fi l’on prend Bec fur 
le côté B À prolongé vers À, & qu'on décrive du dia» 
métre À g un, demi-cercle, 1l.coupera le côté C D pro: 
longé vers D aux points e, /,en forteque De & D}, fe- 
ront les deux racines faufles de l'égalité x x + c x—4ax 
+aæa—0: & fi l’on mene les droites 4e, A7, qui ren- 
contrent le côté CB prolongé aux points f, #; les droires 
ef, Lk, feront encore chacune égale à la donnée £. De là 
on peut voir que quoiqu'en réfolvant le Problème on n'ait 
eu en yûe que de trouver la valeur de DE, on eft ce- 
pendant arrivé à une égalité dont les racines ont fourni 
d'autres valeurs D L, De, DZ, qui onttoutes fervi à tés 
foudre le Problème en quelque fens, 


REMARQUE IT 
430. Sir y.a lieu de croire que. l'égalité qui ren- 


ferme les conditions d’un Problème fe peut abaiffer à un 
| | moindre 
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Moindre dégré , il eft à propos de tenter d’autres voyes 
que celles qu'on a fuivies quand même elles paroiîtroient 
moins naturelles ; parce qu'il arrive fouvent qu'elles con- 
duifent à des égalités plus fimplesg& que d’ailleurs il eft 
aflez difficile d’abaifler des égalités compofées. Voici deux 
autres manieres de réfoudre Le Problème précedent qui pour- 
ront fervir à faire comprendre cette remarque. 

Ayant fuppofé lé Problème réfolu, je mene E G perpen- Fc. 242] 
diculaire fur 4 E qui rencontre le côté 4B prolongéenG, 
& je prends pour inconnuës les deux droites 4 F & BG 
que je nomme y & z. Cela fait, les triangles reétangles 
femblables AB F, AE G, donnent 4B (4), AF(y):: 
AE (y+6). AG(a+xz). Et partant yy+6y—=aa+ax 
Or comme j'ai deux inconnuës & que le Problème eft dé- 
terminé, il faut encore chercher une autre égalité. Pour la 
trouver, je confidere que EG—AF (y); car menant 
E H perpendiculaire fur 4 G', le triangle re&tangle EHG 
eft femblable au triangle re&tangle AB F, & de plus égal, 
_puifque les côtés homologues 4B, EH, font égaux en- 
tr'eux. J'aurai donc (à caufe du triangle re&angle 4EG) 
cette autre égalité 22+24x4+x4—=yyY+240y+00+ 
yY—=2yy+2by+bb, dans laquelle mettant à la place 
de 2yy + 2 by fa valeur 24 4+ 2 4 x trouvée par le moyen 
de la premiere égalité, il vient 24+24ax2+x2—=244 
+ 2 4 x + bb qui fe réduit à cette égalité très fimple x — 
Vaa +bb, qui fournit. d'abord Ja même conftrution 
que çi- deflus. 


AUTRE MANIERE, 


La maniere fuivante a cela de particulier qu'elle réuffit Fi, 2481, 
également foit que la figure 4BCD foit un quarré, ou 
qu'elle foit un rhombe. Ayant mené par le point cherché 
F', que je regarde comme donné, la ligne FG qui fafle 
. avec A F l'angle 4FG égal à l’ängle donné 4C'E & qui 
rencontre au point G la diagonale 4C prolongée autant 
quil eft néceflaire ; on aura trois” angles + EF; 
EL aa 
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Pic. 244. 
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GCF, qui feront femblables entreux. Car 1°. L’angle 
en À étant commun aux deux triangles 4ACE, AFG, 
& les angles ACE, 4FG, étant égaux par la fuppof- 
tion; il eft vilible que des deux triangles feront femblables. 
2°, Le triangle À D C' étant ifofcelle, l'angle D C À ou 
ECG fera égal à l'angle D 4C ou AC F, & ajoûtant de 
part & d'autre le même angle FCE, l'angle FC G fera 
égal à l'angle ACE ou 4FG; & partant puifque l'angle 
en G eft commun, les deux triangles 4AGF, FGC', fe- 
ront femblables. Cela pofé, foient les inconnuës CE», 
AG—=2z,, & les données DC—7:,FE—6, AC—6; on 
aura (à caufe des paralleles AD, CF, cette proportion : 
CE(x) FE(b)::CD(e). AF—="%, Or à caufe des 
triangles fémblables 4ACE, 4AFG, GCF, on trouvera 
AC (c) CE(x)::4F(©).FG=%Er AG (2).FG 


(EL): FG(E) Gt 9.Doùtonfeme en miplin 


ñ“ SENS t bb 
les extrêmes & les moyens, l'égalité xx2—c:=— 


qui fournit cette conftruétion. 


Ayant mené du point À perpendiculairement fur 4C là 
ligne 4H— bon tirera par le point du milieu L de {a 


diagonale 4 C' la figne H L, & on prendra fur cette dia- 
gonale prolongée du côté de C la partie L G'égale à LH. 
On décrira enfuite du centre G & du rayon GF égal à 
AH, un arc de cercle qui coupera le côté BC au point 


cherché EF. Cela eft évident; puifque par la conftruétion zz 
aabb | ab é 
—Cx— & que GF—=— 





EXEMPLE TIL 
43 LE buvix fur une ligne droite indéfinie DE 


donnée de pofition, deux points D, E; defquels ayant 
mené à deux points donnés O, €, hors de cette ligne; 


. Les droites DO,OE, DC, CE; l'angle DOE foit droig 
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&c l'angle DCE égal à un angle donné TPS. 

_ Suppofons la chofe faite, je décris du diametre D E un 
demi - cercle qui pañlera par le point O, puifque l'angle 
DOE eft droit; & fur la corde D E je décris un arc de 
cercle capable de l'angle donné, lequel pañfera par confé- 
quent par le point C. Du point-F7 cenrre de cet arc, & 
des points donnés O, C', je mene fur DE les perpendi- 
culaires HK, O0 A,CB, & je nomme les données O0 4, 
az; CB,6; AB, c; les inconnuës ZK, *;KH, y. Cela 
pole, il eft clair par les Elemens de Géométrie, 1°. Que le 
point K {era le milieu de la ligné DE, & par conféquent 
le centre du demi-cercle DOE. 2°. Que fi par le fom- 
met P de l'angle donné T' PS on.mene une perpendiculaire 
PO à l’un des côtés PT, l'angle 0 PS qu'elle fait avec 
l'autre côté PS, fera egal à l'angle KE H. Or à caufe du 
triangle reétangle K 40 le quarré KO ouKE=4xa+xx, 


& à caufe du triangle reétangle HK E le quarré HE— 
"aa+xx#+yy : mais piglongeant F K jufqu'à ce qu’elle 
rencontre en R une parallele CR à DE, on aura ( à 


caufe du triangle rectangle CRH) le quarté CH—454 
+2by+yy+cc+2cx+xx. Donc puifque les lignes 
HE, HC fontwayons du même cercle, on formera par 
_ fa comparaifon de leurs valeufs analytiques cette équation 
catx x +yy—=0b+L20y+yy+cc+2cx4 xx, qui, 
en effaçant de part & d'autre y y +x x, & pour abreger, fai- 
fant DR —"d, fe réduit à celle-ci; y — pere 

Si l'on confidere le chemin qu'on a fuivi pour arriver à 
l'équation précedente, on verra qu'elle renferme cette con- 
dition , fçavoir que les cercles décrits des centres K, H, & 
des rayons KO, HC', fe rencontrent fur la ligne DE 
dans les mêmes points D , E; de forte qu'il ne refte plus 
qu'à faire que l'angle K EH foit égalà l'angle O0 P S. Pour 
en venir à bout, 
- Ayant pris fur la ligne P O Ia partie PO égale à CB; 
@& tiré OS parallele au côté PT, & Mare en S par 

à à 1] 
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l'autre côté PS ; il eft évident que le triangle re@tangké 
EKH doit être femblable au triangle rectangle P OS; 
& qu’ainfi, en nommant la donné OS, f, on aura cette 
proportions EK(Vau+xx). KH(y)::PQO(6). OS(f); 


Cx 


d'où l’on tire y—Ÿ Vuukxx=— — . Quarrant cha- 
que membre pour ôter les incommefurables, & met- 
tant par ordre légalité , on trouve xx — 2 X + 
po ep — o , dont l’une des racines fournira pour .4K 
(x) une valeur telle qué décrivant un cercle du centre K 
& du rayon K O, il coupera la ligne D E aux deux points 
cherchés D, E. éd 
On peut trouver Îles racines de cette égalité, felon les 
articles 380. ou 382. ( Liv. préced.): mais quoique lés 
méthodes qu'on y explique foient très fimples eû égard 
à leur généralité, 1l arrive néanmoins très fouverit qu'en 
confidérant avec attention la nature d’une queftion pat- 
ticuliere , on trouve des confguctions plus faciles. Par 
exemple, on peut remarquer ici, 1°. Que fi par le point 
de milieu F de la ligne O C qui joint les deux points 
donnés, om mene la perpendiculaire FG qui rencontre 
…. en G la ligne D E donnée de pofition, on aura 4G—d; 
cat nommant 4G, x5 les triangles reétangles G 40, 


GBC, donneront G O0 — xx+ aa & G ce XXH20X 
+ccH+bb, & comparant enfemble ces deux valeurs 
ui doivent être égales entrelles , puifque le point G 
cit dans la perpendiculaire FG qui divife par le milieu 
la ligne OC”, il vient xx+aa—zrz+<2cz+cc+ bb; 
d'où lontire AG (x) — LES —d. 29, Que l'égalité 
Va axxX—=cd—cx qui renferme les conditions di 
Problème, fe réduit à cette proportion ; GK (d—x). 
KO(Vaa+xx):: 08 (f).AB (c)#De forte que filon 
® Arr. 3 so. décrit * Le lieu de tous les points K tels qu'ayant mené 
aux deux points donnés G, O:, les droites KG, KO; 
elles foient toûjours entr'elles en la raïfon. donnée dg 

















Des PROBLESMES DETERMINES. 373 
© S à AB; ce lieu coupera la ligne D E au point cher- 
ché K. Ce qui donne la conftruction fuivante qui eft très 

fimple. | | 
Par le point de milieu F de Îa ligne O C qui joint les 
deux points dontiés ayant mené la perpendiculaire FG, 
qui rencontre en G la ligne D E donnée de polition ,. on 
divifera la ligne O G au point 7, en forte que GM. 
M0 :: OS. A B. Eton la prolongera du côté de G jufqu'au 
point V, en forte que GN. NO::08. AB. Du diametre 
II N on décrira un cercle qui coupera la ligne D E en un 
point K, duquel point comme centre, & du rayon K O 
ayant décrit un cercle; ce cercle rencontrera la ligne DE 
‘aux deux points cherchés D, E. 
Comme le cercle qui a pour diametre [a ligne MN; 
coupe la droite DXE non feutement au point K, mais encore 
en un autre point L; il s’enfuit qu’on peut fe fervir du point L 
de même que l'on a fait du point K, pour trouver fur a 
ligne DE deux autres points qui fatisferont également; & 
qu'ainfi cette queftion peut avoir deux différentes folu- 
tions. k | 
Si l'angle DCE devoit être droit aufli bien que l’an- 
gle DOE, il eft clair que OS (f) deviendroit nulle, & 
_qu’ainfi l'égalité fNaa+xx—cd—cx fe changeroit 
en celle-ci cd—cx—0, doùlontirex—d; c’eft-à-dire, 
que le centre K tomberoit alors fur le point G. Et fi le 


point B tomboit fur le point 4, légalité f Mat 
—çd— 6 x fe changeroit en celle-ci f V 44 + x x == 1197 
2 
Vaa— bb — 
en mettant pour cd fa valeur ————— , & effaçant en- 


fuite les termes où « ( qui devient en ce cas nul ) fe ren- 
contre ; d'où l’on voit que dans ce cas, fi du point Q 
aat—bh . ENT 

comme centre, & du rayon O K — —-— on décrit un 
arc de cercle, il coupera la ligne D E au point cherché K. 
Ceci s'accorde patfaitement avec les articles 66. 67. 68. 
du Livre fecond, & la conftruétion générale peut fer- 
vis à trouver tout dun çoup dans une Ellipfe dont 

À aa ii] | 
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deux diametres conjugués font donnés,deux autres diametres 
conjugués qui faflent entr'eux un angle donné; ce qui dans 
l'ars. 65, avoit été renvoyé ici, 


FX 'ESM PL FE "LV: 
3 32: { ROIS points 4, B, C', étant donnés, en trou« 


ver un quatriéme, M, duquel ayant mené à ces points les 
droites MA, MB, MC; les différences de l’une d'elles 
aux deux autres foient données, 

Cette queftion eft fufceptible de trois différens cas. Car 
ou les trois lignes MA, MB, MC, font toutes égales 
entr'elles; ou il y en a feulement deux qui foient égales en; : 
tr'elles; ou enfin toutes lestrois font inégales entr'elles. 

Premier cas, Lorfque les trois lignes M 4, MB,MC, 
font égales entr’elles; ou ce qui eft la même chofe lorfque 
les deux différences données font nulles. Il eft clair que le 
point cherché M fera le centre du cercle qui pañle par les 
points donnés 4, B,€C, 

Second cas. Lorfque deux des trois lignes M4, MB; 
TC, comme MA, MB, doivent être égales entrelles; 
ou (ce qui eft la même chofe) lorfqu'une des différences 
données eft nulle, | 

Ayant tiré du point donné C, la perpendiculaire CO 
fur la ligne 4 B qui joint les deux autres points donnés 4, 
B ; du point A7 que l’on fuppofe être celui qu'on cherche, 
ayant mené les droites MP, M0, paralleles à CO, 0 B;il 
eft clair que 4 P fera égale à P B, puifque AM doit être « 
égale à AB. Nommant donc les données 4P ou AB, 4; 
OP,6:50C,c;, AM—MC, f; & les inconnuës À M, x; 
PM, y; les triangles reétangles AP M, MO C, donne- 
ront ces deux égalités xx=—42a4+yy, & xx—2fx+f 
CC—20cy+yy+bb:; d'où en retranchant par ordre 
chaque membre de la feconde de ceux de la premiere, il 
Vient2fx—f—ua—cc+#2cy—06, qui fe réduit à cette 
propottion &.y=+ I 0 f. Del on tire [a 
conftruétion fuivante, | 
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Soit menée par le point de milieu P de la ligne AB, la 
perpendiculaire PD—1—7?—%%+#, Soit divifée l'hy- 


pothenufe 4 D prolongée du côté qu'il fera néceffaire, 
aux points E, F5 en forte que ÀE. ED:: e FO AF;: 
FD ::6c.f. Du diametre E F foit décrit un cercle; il cou- 
pera la ligne P D au point cherché 4. 

Gar ayant mené la droite M 4, il eft clair par la pro- 
prieté du cercle EMF, * que 4AM(x). MD (y + 
TE) ::c.f5 & pat la proprieté de la perpen- 
diculaire P M, que xx —4%4+7yy. Or comme ces deux 
équations renferment les conditions du Problème, il s’en< 
fuit &c. | 

Si pat l’autre point N, où la ligne D P rencontre la cir- 
conférence, on mene les droites NA, NB, NC; les deux 
N A, NB, feront égales entr’elles, & la différence de cha- 
cune de ces”deux droites à la troifiéme NC fera égale à 
la donnée f, de forte que le point AN fatisfait aufli, mais 
avec cette différence que NC eft la plus grande des trois 
droites N 4, NB, NC", au lieu que A7 C' ef la plus petite 
des trois MA,MB, MC." 

On peut encore réfoudre ce fecond cas fans aucun 
calcul. Je fuppofe comme auparavant que M foit le 
point cherché, & ayant tiré les droites M4, MB, MC, 
je décris du centre C, & du rayon CD—MA4—MC, 
un cercle DEKFR. Du point D où la ligne MC ren- 
contre ce cercle, je mene aux deux points donnés 4, B, 
les droites D 4, D B qui rencontrent le cercle aux points 
E,F; par où je tire les rayons EC, CF, & la corde 
EF. Cela fait, puifque MC+CD ou MD—MA, 


& que les lignes CD, CE, font rayons d'un même cer- 


*Art,3 v61 


FiG. 247: 


cle, les triangles D MA, DCE, feront ifofcelles ; &. 


par conféquent femblables parce que l'angle en D eft 
commun : c'eft pourquoi les lignes CE, MA, feront pa- 
ralleles. On prouvera de même que les lignes, CF, MB, 
feront auili paralleles ; ce qui donne D 4. D E:: D HW. 
DC::DB.DF. Et de là on voit que toute la difficulté 
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fe réduit à trouver fur la circonférence du cercle DEK FR; 


- L point D tel qu'ayant mené les droites D 4, DB, qui 


F1G, 248. 


rencontrent la circonférence aux points E, F3; la corde 
EF foit parallele"à la ligne 4B. Or cela fe peut faire 
ainfi. 

Ayant décrit du point € un cercle qui ait pour rayon. 
une ligne CD—AM— MC", & tiré 4C qui rencontre 
ce cercle aux points K, R; on prendra fur 4B Ia partie 
A G quatriéme proportionnelle à 4B,4kK, AK, & on 
menera du point G la tangente G E'au cercle EDRFK. 
Ayant mené par le point touchant Edla ligne À E qui ren- 
contre le cercle au point D, on tirera D C', fur laquelle 
on prendra le point M tel que DM. DC :: D 4. D E. Je 
&is qu'il fera celui qu'on cherche. 

Car par la proprieté du cercle DEKFR Ie reétangle 
RA%xAK=—DAx AE; Et par conféquent BA. AD:; 
AE, AG: ceft pourquoi les triangles D AB; GAE, qui 
ont l'angle À commun, & les côtés autour de cet angle 
réciproquement proportionnels, feront femblables. L'an- 
gle AEG fera donc égal à l'angle 4B D ; mais cet an- 
gle AE G étant fait par la tangente E G & par la corde 
D E prolongée du côté de E, a pour mefure la moitié de 
l'arc DE. Il fera donc égal (en tirant par le point F où 
ha ligne D B rencontre la circonférence, la corde EF) à 
l'angle D FE; & par conféquent les lignes FE, AB, {e- 
ront paralleles entr’elles. Or par la conftruétion D C. D W:: 
DE. D 4:: DEF. DB. Les triangles D MA, D MB, fe- 
ront donc ifofcelles; puifque les triangles DCE, DCF, 
qui leur font femblables, font ifofcelles. Les lignes ZM, 
(MB , feront donc égales chacune à D M, & par con- 
féquent entrelles ; & de plus 4 M ou D M furpañlera 
PTC de la grandeur donnée CD, Et c'eft ce qui étoit 
propofé, À 

Troifiéme cas. Lorfque les trois lignes M4, MP, 
MC, font inégales entr'elles. Du point donné €, je 
mene la perpendiculaire C'O fur la ligne 4B qui joint 
ls deux autres points donnés; & du point 47, que je 

É fuppofe 
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fuppofe être celui qu’on demande , les perpendiculaires 
MP , MO, furles lignes AB, C O. Je nommeles données 
A0 ,4:0B,6;CO0,c: AM—MB,d,AM—MC,f,& 
les inconnuës O P, x5 PM,y; AM, z: ce qui donne 
AP—=arx, BP—b6—%>;, CO—=c—y,B M—x—d, 
C M—x—f. Parle moyen des triangles rectangles 4 PM, 
BPM, COM, je tronve les trois équations fuivantes ; la 
premiere , La—#4+24ax%x+xx+yy; la deuxiéme, 
xx—2dx+dd—=6b—21bx+xx+yy ; la troiñiéme, 
2X—2f2#Hf—CC—2cy+yy+xx 3 À retranchant 
par ordre les membres des deux dernieres de ceux de la 
premiere, je forme une quatrigme , & une cinquiéme équa- 
tion ; fçavoir la quatriéme, 2 dx—dd—44— bb+2a x 
- 2 6 x,& la cinquiéme 2fz—f—u2a—ci+iax+2cy. 
Je mets dans la premiere équation à la place deyy le quar- 
ré de la valeur dey trouvée par le moyen de la cinquiêéme, 
& enfuite à la place de x fa valeur trouvée par le moyen de 
lafquatriéme, & à la place de x x le quarré de cette valeur : 
ce qui donneenfin une égalité où il n'y a plus d'inconnuës 
que la feule x qui ne monte qu'au quarré. C'eft pourquoi 
on la pourra toûjours réfoudre en n’employant que des li- 
gnes droites & des cercles, comme l’on a enfeigné dans 
les articles 380, ou 382. { Liv. preced.) Or ayant la valeur 
de l’inconnuë z, il eft facile de trouver le point cherché 
M; car il fera dans l’interfettion de deux arcs de cercle, 
dont fun aura pour centre le point 4, & pour rayon la li- : 
gne AM(x) ;& l’autre pour centre le point B, & pour 
tayon la ligne B M(x—d}). | 

On voit aflez qu'en achevant le calcul, on feroit arrivé à 
une égalité du deuxiéme degré qui auroit renfermé dans fes 
termes des quantités très compolées; de forte que pour les 
réünir fous des expreflions fimples, comme le demandent 
les articles 380, & 382, on auroir befoin d’un grand nom- 
bre d’epérations ; ce qui rendroit la conftruétion très longue, , 
C'eft pourquoi on fe fervira de celle-ci par le moyen de la- 
quelle on réduit ce cas au précédent. | 


Les deux droites AB, AC, qui jvignent les points Fic, 249, 
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donnés étant divifées par le milieu aux deux points 
D, F, & ayant mené du point #7 que je fuppofe ètre 
celui qu'on cherche, les perpendiculaires MP, MO, 
fur ces deux lignes ; on nommera les données AB, 24; - 
AC,26:AM—MB, 2c; AM—MC, 24 ; & les in- 
connuës D P , x; F0, y. Cela pofé, fil'on nomme 27 la 
fomme inconnuë des deux droites 4M , BM; la plus 
grande 4M fera s-+c & la moindre B M fera #—c, 
Or les triangles reétangles APM, BPM, donnent 


2 2 7 | 2 (orme ms < 
PM—AM—AP —B M —BP cef-à-direenter- 
mes analytiques 212+2çct+çcç—aa—2ax—xx=tt 











» 4 1? c 1 
—20t+cc—aatiax—xx,;doùlontires= — ; & 
par conféquent 4 M(t-+c)=+e On trouver 


dé même par le moyen des deux triangles reétangles 
#, OM; COM; que À M—"+4d; ce qui , cn 


Tomparant enfemble les deux valeurs de 4 M, donne 


| b À 2h 
Cette équation SN ee) OR ES TE TEE, 
c d c d d 
+ f, en faifant pour abreger d—c—f. D'où il eft clair 
que le point cherché M doit être tel qu'ayant mené les 


perpendiculaires MP, MO, fur les deux droites 4B, 
. > / . a x b y . 
AC ; on ait cette équation — —-"+f, ou ce qui re- 
ps al È d d 
vient au même cette proportion 4. y # sb: — Or cela 
fuit pour trouver la conftruétion fuivante. | 
Ayant Joint les points donnés par les deux droites 


AB, AC, & divifé ces droites par le milieu aux points 
D, F ; on prendra fur AC du côté du point À la partie 


FK—"; & ayant tiré fur 4B , AC; les perpendicu- 


laires D O, KS, qui fe rencontrent au point H, on 
menéra dans l'angle O HS la droite H M qui foit le 
lieu des points M, tels qu'ayant tiré de chacun d’eux 


les perpendiçulaires MO, MR, fur les côtés HO, HS; 
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fa droite M0 foit toûjours à la droite MR, en la rai- 
"s / \ d 9 , 2 2 | 
fon donnée de # à _ Enfuite l’on tirera À E perpendicu- 


laire fur H M, & l'ayant prolongée en G: en forte que 
E G foit égale à AE , on trouvera par le fecond cas le 
peint 1, tel qu'ayant mené les droites MA, MG,MC;: 
es deux A1 4, MG foient égales entr'elles , & la diffé- 
rence de M 4 à MC foit la donnée 2d. Je dis qu'il fa- 
tisfera à la queftion. | 


Car par la proprieté de la droite H M, on aurà toûe 
jours MO ou DP(x}), MR ou OK(y+%) +4 DES; & 
par conféquent le point 47 fe doit trouver dans cette: li- 
gne. Il fera donc également éloigné des points 4, G; 
mais de plus la différence de AM à MC doit être la 


donnée 2 d. Donc &c. 
REMARQUE: 


433: S au lieu que dans cet exemple, Îles deux diffé- 
rences de l’une de ces trois droites MA, MB, MC, 
aux deux autres font données ; on vouloit à préfent que ce 
fuflent les deux fommes de l’une de ces droites avec cha- 
cune des deux autres, oubien la fomme de l’une d'elles 
avec une autre & la différence de la même avec la troifié- 
me : la queftion n'en deviendroit pas plus difficile, & on 
pourroit toûjours la réfoudre par les mêmes méthodes, 
Ce que je n'expliquerai point en détail , afin de laïifler 
quelque chofe à l'induftrie des Lecteurs, 


GO ROILLATREZ TL: 


434 [):-14 on voit comment on peut décrire un 
cercle qui touche trois cercles donnés. 
Car foient les points 4,-B,C, les centres des cercles Fic. 2504 
donnés /#& le point M celui du cercle qu'on cherche, 
lequel touche les cercles donnés aux points D, E, F, 
du côté que l'on voit dans la figure, Soient les rayons 


. Bbb y 
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des cercles donnés AD—4, BE—0,CF—15; &lé 
rayon du cercle qu'on cherche M D ou ME ou MF 
— x. Cela pofé, on aura AM=—z+a, MB—x+6, 
MC—x—0c; & partant 4M—MB—4—0, MB—MC 
—b+c, AM—MC—arc. D'où il eft évident que 
la queftion fe réduit à trouver un point 7, duquel ayant 


mené aux trois points donnés 4, B, C', les droites MA, 
MB, MC, leurs différences foient données. 


CoROLLAIRE IL 


435: D) E-LAon tire encore la mamiere de décrire uné 
Section conique qui ait pour foyer un point donné F, 
qui pafle par deux autres points donnés B, C, & qui tous 
che une ligne droite D E donnée de pofition. 

On doit diftinguer ici deux différens cas, dont le pre: 
muier eft, lorfque Îes troïs points donnés F, B, C', tom- 
bent du même côté de la droite indéfinie D E ; & le fe- 
cond lorfqu’ils tombent de part & d’autre. 

Premier cas. Ayant mené F D perpendiculaire fur 
DE, & Fayant prolongée en 4 en forte que D À foit 
égale à D'F; on tirera les droites FB, FC. On trou- 
vera le point M tek que la différence de 4 M & B M fot 
égale à FB, & celle de 4 M & MC égale à FC. On dé- 
crira enfuite * une Seétion conique qui ait pour fes deux 
foyers les points F, M, & pour l'axe qui pafle par les 
foyers une ligne égale à AM. Je dis qu'elle fera celle 
qu'on cherche. | | 

Car 1°. Le point E où la ligne 4 M rencontre la droite 
D E eft à la Se&ion, puifque F F étant égale à ZE, on 
aura dans l'Ellipfe la fomme des droites FE, EM, & dans 


 FHyperbole la différence égale à laxe qui pañle par: les 


foyers ; & par la même raifon les points B, €, feront aufli 
dans la Section. 2°. Par la conftruétion les angles FED, 
D Ê 4, font égaux entr'eux ; & par conféqueñt la ligne 
E D  eft tangente en E. 


Il faut remarquer dans çe ças que lorfqu'on cherche 
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le foyer M du même côté du foyer donné F par rapport à 
la ligne DE, la Seétion qu'on trouve eft une Ellip{e; au 
lieu qu'elle fera une Hyperbole ou deux Hyperboles oppo- 
fées, lorfqu’on le cherchera de l’autre côté. 

Second cas. Il eft évident que dans ce dernier cas il ne 
peut y avoit d'Ellipfe qui fatisfafle, mais feulement deux 
Hyperboles oppofées. Pour les trouver ; ayant mené 
comme dans le premier cas F D perpendiculaire fur 
DE, & l'ayant prolongée en 4 en forte que D À foit 
égale à D F; on cherchera le point M tel que la fomme 
de AM & B M foit égale à la donnée FB, & la différen- 
ce de AM & MC foit égale à la donnée FC. On dé- 
ctira enfin deux Hyperboles oppofées qui ayent pour 
foyers les deux points F, M, & dont le premier axe 
foit égal à AM. Je dis qu'elles ont les conditions re- 
quifes. 

Car 19. Le point E , oùla ligne 4 M rencontre la ligne 
D E, fera à l'une de ces deux Hyperboles , puifque FE 
_ étant égale à ÂE, la différence des droies-FE, ME, 
fera égale à À M valeur du premier axe; & par la même rai- 
fon les points B, C', feront à ces Hyperboles. 2°. La Hi- 
gne DE fera * tangenteen E, puifque par la conftruétion 
les angles AE D, DE F, font égaux entr'eux. 

Si le point C tomboit du même côté dæ point B par 
rapport à la ligne DE la fomme des deux droites 4 M 
& MC feroit égale à la donnée FC; au Heu que c’eft la 
différence. lorfque les points B, C , tombent de part & 
d'autre de la ligne D E, comme l'on a fuppofé dans cette 
figure. | 

Si l’on propofoit de décrire une Seftion conique qui 
eût pour foyer un point donné ; pour tangentes deux li- 
gnes données de pofion , & qui paflat par un autre point 
donné"; on trouveroit par le moyen de ces deux lignes 
deux points comme lon vient de faire le point 4, def- 
quels ayant mené deux droites qui aboutiffent à l’autre: 
foyer qu'on cherche , elles doivent être égales entr'elles , 
& leur différence ou leur fomme avec celle qui part du 

B bb 1, 
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- 
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point où doit pafler la Section & qui aboutit au ‘même 


foyer , fera toüjouts donnée : de forte qu’on pourra toû- 
jours réfoudre la queftion par le moyen de l'Exemple 
récédent & de fa Remarque. Enfin s'il falloit décrire 
une Seétion qui touchit trois lignes données de polition, 
& qui eût pour foyer un point donné ; on trouveroit par 
le moyen de ces trois lignes trois points , comme l'on a 
fait le point À par le moyen de la ligne DE dans les 
deux cas précédens, & le centre du cercle qui pañleroit 
par ces trois poiuts , feroit l'autre foyer de la Seétion , 
laquelle auroit pour premier axe une ligne égale au rayon 
de ce cercle. | 3 | 
On doit obferver dans tous ces différens cas , que fi le 
point cherché 47 étoit infiniment éloigné du point F; la 
Section deviendroit alors une Parabole dont les diametres 
feroient paralleles aux lignes, qui , continuées à l'infini, 
aboutiroient au point cherche, 


E-X:E M PILE  V, 


. 436. U NE Parabole N'C'S étant donnée avecun de fes 


arcs M N ; trouver unautre arc R S qui foit à l'arc MN, en 
raifon donnée de nombre à nombre, 

Ayant prolongé l'axe de la Parabole du çôté de fon ori- 
gine C jufques en À, en forte que C4 foit égal à la moitié 
de fon parametre, & décrit une Hyperbole éqnilatere 
E AF qui ait pour centrele point C & pour la moitié de 
fon premiér axe la ligne C4 ; on menera parallelement à 
l'axe C À les droites MB:, NE, RD,SF, qui rencon-. 
trent le fecond axe aux points H, L, K, O, &l'Hyperbole 
aux pointsB,E, D,F, defquels on tirera fur les Afympto- 
tes les perpendiculaires B P,E © ,D G, FI. Cela fait, ileft 
vifible que le rectangle 4 C x M N ou * le Trapefe hyperbo- 
lique HBE Left égal au Seéteur hyperbolique C:B E plus 
le triangle C LE moinsle triangle C H B; & de nième que 
ACxRS—=CDF+COF—CKD.Orfuppofant quela 
raifon donnée de l'arc MIN à l'arc:RS foit comme » eft 
à», les lertres m & #expliquent des nombres entiers quel 
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conques) on aura part [a condition du Problème 4Cx MN 
ouCBE+CLE—CHB.ACxRSouCDF+COF 
CKD'::min, 8& par conféquent 7 CBE+nCLE—n7CHB 
—=mCDF+mCOF—/»7CKD. Si donc l'on nomme 
les données CP , 865 CO, c;l'inconnuë CG, x; & qu'on 





prenne CI= x VE , il eft clair * que le Selteur hyper- * 4rt.22& 
boliqueCBE.CDF::m.n,& quainfirCBE—=m"CDF, 
d'où l'on voit que l'égalité précédente fe change en celle- 
CrCLE—nCHB—mCOF—-mCKD qui ne ren- 
ferme plus d’efpaces hyperboliques , mais feulement des 
triangles reétangles dont il s’agit maintenant de trouver 
les valeurs analytiques. 
Les droites CP, H B, forment en s'entrecoupant 
au point }” deux triangles reétangles Y HC, V PB , qui 
font femblables ; puifque les angles en 77 étant oppoiés 
au fommet font égaux ; ce qui donne HY. CV::VP. 
VB, & en multipliant les extrêmes & les moyens 
HV x B=CVxV P. De plus à caufe de l'Hyperbole 
équilatere E 4F, l'angle VC 4 où CV H * eft demi- * Def 16. 
droit , & par conféquent le triangle rêctangle CH IIL. 
eft ifofcelle , aufli-bien que fon femblable PB, ce qui 


donne Ÿ P—PB, CH—HY,&CV —CH+HV 
—=2:H VW. Donc le quadruple du triangle retangle 
CHB', ceft-à-dire 2CHxHB—2HVxHV+VNE 
ol 21 Vb CV +20/% VP=CT 
LC VE VD EPP =eCP "PES puifque CV: 
+2CVxVP+VEP eft le quarré de CV + WP ou 
GC CPR par conféquent le triangle CHB— CP 





— PB. Onprouvera de même que le triangle CLE 
= 0 #0 E, que le triangle CKD=; ce 

+ G D ,& enfin queletriangle COF—:%CI—21Fr. 
C'elt pourquoi nommant # 4 la puiffance de l'Hyperbole , 
on aura le triangle CHB=:0660— 


Do 


ar Î xp o! 
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CLEice—% , le miangleCKD—=+xx—%, lé 





Ge? 4 
. xx m ç2# at m b2 - X P 
triangle COF—= Vita V= ; puifque HET S 


a 4 44 mas D 0! 
=, QE=T,IF—=< V1; :8mettant ces valeurs 


à la place des triangles qu’elles expriment dans légalité 
nCLE—-2CHB=mCOF—mCK D; on en formera 

, . | : 14 m ci a4 mb: 
celle-citnxcc— mi —bb+ SE =Emxx XV VS 
Xe Ke 27. qui fe réduit , en opérant felon Îles regles 
ordinaires de l'Algebre, à cette égalité du deuxiéme de: 
m b?r 


XXHAtVE — 0 ! 


mn 
grbesfote ft éRé pas PATES 
Wd m 
| mbbcckxVcin ban 
dont laréfolution deit fournir pour C G(x)une urtells 


m3 CU RE E 
qu'en prenant CI=x V5, & tirant les perpendiculaires 


GD ,1F,quirencontrentl’Hyperbole équilatere aux points 
D, F ;l'arcRS queles paralleles DR, FS à l’axe cou- 
peut fur la Parable, fera à l'arc AZ N en la raifon donnée 
der à". 

Il ef à propos de remarquer, 1°. Que le fecond terme 
de cette égalité eft toüjours négatif, parce que C'O(c) 
{urpañle C P($) & qu'ainfi ces deux racines feront toutes 
deux vraies ou toutes deux imaginaires , felon que la moi- 
té de la grandeur connuë au fecond terme eft plus gran- 


": "mm 7 
de on moindre que #4 1/5 racine quarrée du dernier 
terme ; ce qui eft une füuire de la réfolurion des égalités 
FRA ne en 
du fecond degré. 2°, Que CG (xx) érant une des ra: 


« x ARTE - ; À 
cines de cette égalité I F en fera l'autre. Car puifque 


»n 


BE SE SD: mb | 
CI x \/57, il s'enfuir * que IF——\/=- Oronfçait 


x C7? 


que le dernier terme d’une égalité , elt le produit de fes 


. Din re , : m h2n 
racines." Si donc on divife le dernier terme #17 de 
| l'égalité 





Planche 27. Page 384. s\ 
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légalité précédente , par le quarré CG(xx) que l'on 


pt? 





fuppofe être l’une de fes deux racines ; l’autre fera 5e 
qui eft le quarré de FI. D'où l’on voit que fi l'on prend fur 
les deux Afÿmptotes les parties CG, C T', égales aux deux 
gacines de l'égalité précédente; & qu'ayant tiré les paral- 
leles GD,TF, aux Afymptotes, on mene par les points 
D , F, où elles rencontrent l'Hyperbole équilatere EAF, 
tes paralleles DR, FS, à l'axe : elles couperont fur la Pa- 
rabole l'arc cherché RS. | | 

Sim—n, l'équation générale fe changera en celle-ci 


bbcc—at atbb À 
#T — ——— # K + —— 0, dont les deux racines four- 





niflent CG(x)=0=CP,&CT(x)— —=QE; d'oit 
1 fuit qu'on trouve par leur moyen un arc RS, femblable: 
ment pofé de l’autre côté de l'axe, par rapport à l'arc MN. 
Or comme l’on fçait d’ailleurs * que les deux arcs RS,MN, 
étant femblablement pofés de part & d'autre de l’axe font 
égaux entr'eux , cela fert à confirmer Îes raifonnemens que 
l'on vient de faire. De R il eft aifé de conclure qu’un arc 
parabolique MN étant donné, on n’en peut trouver aucun 
autre RS qui foit plus proche ou plus éloigné de l'origine C 
de l'axe & qui lui foit égal; fans fuppoñer la quadrature de 





*Art.86% 


quelque Secteur hyperbolique , ou (ce qui revient au même) 


B rectification de quelque arc parabolique. 


DRE Sel 4 =: 247 bb—2ccbf a$D# : 
Sim 1 êt n—2,0n aura x*. FT XXE 0, 


& fim— 2 &n—3, ou, ce qui eft la même chofe, fi l'arc 





&S doit être à l'arc MN comme 3 eft à 2, on trouvera 





4 __ 34— 3bbccxbcc—b3 ATOS EE ) ; 
x RE ; 3 —0; & la réfolurion 


de ces égalités fournira celle du Problème. Il en eft de 
mème des autres valeurs de »# & nr. Ç 
M. Bernoulli célebre Profefleur des Mathématiques à 
Groningue , a réfolu le premier ce Problême d’une ma- 
niere différente, de celle-ci. On peut voir ce qu'il en dif 
dans les Adtes de Léiplic de l'année 1698, pu ne 
Ccç 
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ExemPLzEe VlL 


437: Ü N angle B 4C étant donné avec un point D au 
dedans de cet angle; décrire un cercle qui pañfe par le point 
donné D, qui touche le côté 4B en quelque point P, & 
qui coupe fur l’autre côté 4 C une partie O C égale à une 
ligne donnée 2 x. 

Ayant fuppofé le Problème réfolu, on menera du point 
donné. D, la ligne D 4 qui pañle par le fommet 4 de lan- 
gle donné, la ligne D P qui pañle par le point touchant P. 
& rencontre en H le côté 4 C'prolongé, la ligne DE pa- 
rallele à 4 C', & la perpendiculaire D B fur le côté 4 B: & 
ayant divifé la partie interceptée OC (214) par le milieu 
en ©, on nommera les inconnuës 4 P,x; AO ,x; DH,5; 
& les données AE ;m; AB,g; BD,6;, DE,f; AD;n. 
Cela fait, on aura par la propriété du cercle AP (xx) 
—=CA%x AO ou AQ(xx)—Q00(aa), & partant zx— 
x x-+aa. De plus les triangles femblables PE D, PAH, 
donnent AE (#). AP (x)::DH(:) HP=%, EPE 
(#—x). ED(f):: AP (x) AH— À Donc HQ —4 


+ & CH x HO où HQ—00—=22+ 2 


mn 
xx ffrx 
> —4A—= XX + — + 











= 








- (en mettant 





1 —— XX dd 


pour xx fa valeur xx +4) —=DH*xHP(=) par la 
propriété du cercle; c’eft-à-dire, qu'en divifant par x; 
on aura cette égalité x + 2/2 + a OX 


te tt pm 
13 * (12 


PD ou DH—HP=T =; & ( à caufe du triangle 


m 2? 


M — x 





mn im 


+Gg+bb—=xx—2çgx+nn en mettant pour Éb+ce 
fa valeur 223 d'où lontire = "TS 7E 077 
110 


fx r 
+ ÎR, p— , & multipliant pa m—x, & 


rettangle D B P }fon quarré EE — x x — 2x 











M r— X 
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f x 





franfportant le terme ===, il vient mx—xx+2fx 
M— x 

2 Mix —2emx—ffstmnn MIX —mmMmi—nnxHmMmnn 

ane M — x RES] M — % > puif- 


que à caufe du triangle reétangle D EB on trouve f—##6 
+Gi—2m+mm=nn—2gmrmm : celt-à-dire, 
parce que la divifion fe fait au jufte, mx —xx+2fr—— 
MX+Nnn OÙ 2fz2—xXx—2mMmx+-nn Quarrant enfin 
chaque membre, & mettant pour 44 fa valeur xx+a 
on aura cette égalité 


KÎ— AMX HAMMAN — AMNNX. HN = 0 
— 4 ff — 444$ 
—2nn 


qui eft du quatriéme degré, & dont les racines que l'or 
trouvera par le moyen d’un cercle & d'une Parabole don- 
née ou de telle autre Se&tion conique qu'on voudra doi- 
vent fournir pour À P. (x) des valeurs telles que menant 
P M perpendiculaire fur 4 P, tirant P D, & faïfant l’angle 
P D M égal à l'angle D PM, le point M, où fe rencon- 
trent les côtés D M, P M du triangle ifofcelle DPM, 
foit le centre du cercle cherché, qui aura pour rayon da 
droite M P ou MD. Ou bien fi l’on prend fur le côté 4 B 
la partie AP— x, & fur l’autre côté 4C° la partie 4 0 — 


xx+aa, & qu'on mene fur ces côtés les perpendicu- 
laires PM, © M; le point Moù elles fe rencontrent, fera 
le centre du cercle qu'on demande. 

Comme rien n’eft plus propre à donner de l'ouverture à 
l’efprit ,.que de faire voir les différens chemins qu'on peut 
fuivre pour arriver à la connoiffance de la même vérité; Je 
vais donner une autre maniere de réfoudre cette queftion, 
qui.me paroïit encore plus naturelle que la précédente. 

Ayant fuppofé que le point M foit le centre du cer- 
cle cherché, on menera les perpendiculaires MP, MO, 
fur les côtés de l'angle donné B AC , & les paralleles MF, 
M G, à ces côtés; & du point donné D , on tirera les pa- 
ralleles DB, DE, DK, à MP,ME, À B. On.nommera 


-enfuire les données DB, 65 BE, cx DE, f5 AB,g; 
 ÆCcci 
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.AE,m;AD.n; & les inconnuës À P, x; PM ou MD: 
‘y; & on aura PB ou DK—g—x, MK—y—06:cequi 
donne ( à-caufe du triangle re&tangle WK D ) l'équation 
JY=gg—2gx+xx +) —20y+08,d'oùlontirey— 
ÉRE — LE en mettant pour bb+ge fa va- 
leur 2». Or à caufe des triangles femblables DBE,MPEF, 
on a cette proportion DB(6).BE(c)::PM(y). PE 


HE Dohr : 
=, & partant 4F ou MG=———7; & à caufe des trian- 


gles femblables DRE, MOG,DE(f).DB(4):: MG 
(==). Q= 1; Donc puifque par les conditions 
du Problème, il faut que QC moitié de la partie inter- 
ceptée O C foit égale à la ligne donnée z, & que les droi- 
tes MC & MP foient rayons d'un même cercle cherché; 
il vient MC— EDEN Lou MP (y3), & 
multipliant par ff on aura bbxx—20cxy+ccyy+aaff 
—fyy—0byy+ccyy, en mettant pour f fa valeur #6 
+ce,ceft-à-dire, fx x+aaf—ccxx+abcxy0byy, 
en effaçant de part & d'autre scyy, & mettant pour 46xx 
fa valeur fx x—ccxx; ce qui donne par l'extraétion de la 


LOX— LG AN N 
2 





“racine quarrée , FNxxraa—cx+by— 
312%] | — à 2 , 

en mettant pour y fa valeur "©", & enfin fi l'on 

amet pour &—c fa valeur #, on trouvera la même épalité 


que ci-deffus 2x KXEAA—XX—IMXHENN.. 
Voici encore une nouvelle maniere de réfoudre cetté 
‘queftion, qui donne d’abord une conftruétion fort aifée; 
mais qui-demande la confiruétion de deux Paraboles. r°. 
Je cherche le lieu des points A7, tels qu'ayant mené de 
chacun de ces points au point donné D'une ligne droite 
MD, & fur la ligne À B donnée de polition la: perpendi- 
culaire MP ; ces deux lignes MD, WP, foient toûjours 
% Art, 1. égales entr'elles : & je vois fans aucun calcul que e’eft * 


la Parabole qui a pour foyer le point D, & poux diregs 
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trice la ligne 4 B. 2°, Je cherche le lieu des points M, 
tels qu'ayant décrit de chacun de ces points un cercle qui 
affe par le point donné D; ce cercle coupe fur la ligne 
A L donnée de pofition, la partie O € égale à une ligne 
donnée 24. Je mene à cet effet du point donné D la per- 
pendiculaire D L fur 4 L, & d'un des points cherchés M 
que je regarde comme donné, les perpendiculaires WR , 
MO, fur DL, AL, & ayant nommé les inconnuës & 
indéterminées DR, x ; RM, 7 ; qui font entr’elles un an- 
gle droit DRM, & la connuë DL, 4; j'ai à caufe du 


triangle reétangle WR'D le quarré MD —XXx+yy, & 
à caufe du triangle re&tangle M0 C'Ie quarré MC —M re] 
(bb—2bx+xx)+OC(aa).Orles lignes MD ,MC, 


étant rayons du même cercle font égales entr'elles, & par 
conféquent x+x+)y—606—20x+xx+aa, où yy — 
bb+aa—2bx. Si donc l'on conftruit la Parabole qui eft 
le lieu de cette équation, il eft vifible qu'elle pañfera par le 
centre M du cercle qu'on demande : mais la Parabole 
qui à pour foyer le point D & pour direëtrice la ligne 
AB devant aufli pañler par ce centre , il s'enfuit que 
le centre du cercle cherché fe trouvera dans l’interfec- 
tion de ces deux Paraboles. 
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438. Us cercle qui a pour centre le point 4 & pour fic. 255: 
rayon la droite 4 M, étant donné, avec deux points E,F, | 
fur le même plan; trouver fur la circonférence au dedans 
de l’angle EF, le point M tel qu'ayant mené les droites 
AM, EM, FM; les deux angles AME, AMF, foient 
égaux entr'eux. | 

Si les lignes AE, 4 F, étoient égales entr’elles , il eff 
_vifible que la ligne qui diviferoit par le milieu l’angle 
EAE, couperoit la circonférence dans le point qu'ont 
demande. C’eft pourquoi on fuppoñfera que ces deux li- 
gnes font inégales, & même pour éviter la confufion 

; Cccui 





# Art,237. 
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que c'eft la ligne ZE qui eft moindre que la ligne 4F. 
Or cela pofé , je rélouds ce Problème en deux différentes 
manieres, 

PREMIERE MANIERE, 


Ayant fuppofe que le point A7 foit celui qu'on cherche; 
on menera les droites MB, MD , qui faflent fur 4F, 
AE, des angles MB 4, MD 4, égaux aux angles AMF, 
A ME , & par conféquent entreuxs & à caufe des triangles 
femblables 4AFM,AMB, & AE M, A MD, on aura ces 


deux proportions 4F, AM::AM. AB. EAE. 4M:: 


AM. AD. Donc puifque les lignes 4F, AE, font don- 
nées avec le rayon 4, les parties 4B, AD, des droi- 
tes ÀÂF, AE le feront auf. Maïntenant, fi l’on mene les 
droites MP, MO, paralleles à AE, 4F'; les triangles 
BPM, DOM feront femblables, puifque les angles 
APM, À Q M, font égaux, comme auf les angles PB M, 
© D M, complémens à deux droits des angles égaux MB 4, 
M D 4 ; & partant fi l'on nomme les données 4B, 4; 
AD, b; & les inconnuës 4P ou O0 M, x; PM ou 40, 
y; on aura BP(x—4). PM(y)::DOQ (y—6). OM 
{x). Ce qui donne (en multipliant les extrêmes & les moyens) 
cette équation xx—2x—yy—b0y, où yy—0y—xx 
+ a x—0, dont le lieu eft * une Hyperbole équilatere qui 
fe conftruit ainfi. 

Soient prifes fur les lignes 4F, 4E, les parties 4B, 
AD, troiliémes proportionnelles à 4F, 4M, & AE, 
A M: foit tirée par le point € milieu de B D une ligne 
droite indéfinie CH parallele à AB, fur laquelle foit prife 
la partie CK—V +0b6—2:44(laligne 4 D (6) fera plus 
grande que B 4 (4), puifqu'on a fuppofé que ZE eft moin- 
dre que 4F) : foit décrite une Hyperbole équilatere qui 
ait pour centre le point C', & pour la moitié d’un fecond 
diametre la droite CK, dont les ordonnées H M foient 
paralleles à 4D. Je dis qu'elle rencontrera la circonfé. 
xence du cercle donné, au point cherché 4. | 


Car menant Ç'L parallele à 4 D; il eft clair que les 
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lignes CH, CL, diviferont par le milieu les droites 
AD, AB, aux points O, L; puifque le point € coupe 
en deux parties égales la ligne B D, & qu'ainfi CH ou 
AP—AL=x—:4, HM où PM—A40—7y—26.0r 
par la propriété de l'Hyperbole équilatere, HM—C H 
+CK, c'eft-à-dire, en termes analytiques yy —47 
++0b—xx—ux+r at: bb—}raa; d'où lontire 
l'équationyy—by—=xx—4ax, qui érant réduite en pro- 
portion, donne BP(x—4).PM(y)::DO0(y—0) OM 
(x). Donc puifque les angles BPM, D 0 M, font égaux, 
& que les côtés autour de ces angles font proportionnels; 
les triangles BPM, D O M, feront femblables, & par con- 
féquent l’angle MB P fera égal à l'angle MD O, & leurs 
complemens à deux droits AB M, 4 D M, feront égaux. 
Mais puifque 4B. AM::AMAF, & AD. 4M::A4M. 
A E. les triangles 4B M,AMPF,& AD M,AME, feront 
femblables. L'angle 4B M fera donc égal à l'angle AMF, 
& l'angle 4D M à l'angle AME ; & par conféquent les an- 
gles 4AMF,AME, feront égaux entreux, puifqu’on vient 
de prouver que les angles 4ABM, AD M, le font. 


On prouvera de même que l'Hyperbole oppofée à celle. 
ci coupera la circonférence au dedans de l'angle oppofé au 
fommet à l'angle E 4F, en un poinr M tel qu'ayant mené 
les droites AM, ME, MF; les angles 4ME, AMF, 
feront égaux entr'eux: comme aufli que ces deux Hyper- 
boles équilateres oppofées couperont la circonférence au 
dedans des angles qui font à côté de ces deux-ci, chacune 
en un point À tel qu'ayant mené les droites M4, ME, 
MF; l'angle 4 ME fera égal au complement à deux droits 
de l'angle AMF. 


Si l’on prend fur CL la partie C G égale à CK, il eft 


clair * que CG fera la moitié du premier diametre con- + p,f ;6. 
jugué à C'K, & qu'ainfi * lune des Afymptotes de ces IIf. 
deux Hyperboles fera parallele à GK. Or dans le trian- *Art.114. 


gle ifofcelle GCK, l'angle externe GC O ou fon égal 
B AD vaut les deux internes oppofés, c’eftà-dire , le dou- 
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ble de l'angle C GK. Donc puifque les lignes CG, AD; 
font paralleles , il s'enfuit que la ligne KG & par con- 
féquent l’une des Afymptotes fera parallele à la ligne qui 
divife par le milieu l’angle D 4B. De plus il eR évident 
que la ligne ZD eft une double ordonnée au fecond 
diametre CK, puifque O0 D ouQ04(2:66)=CO{zaa) 
+ CK\ +0b—zaa); & quainfi lune des Hyperboles 
équilateres oppofées pañle par le point D, & l’autre parle 
point 4 Ces deux remarques donnent lieu à une nou- 
velle conftruétion qui eft plus fimple que la précedente ; 
la voici. SR | 

Ayant pris fur les lignes 4F,4E, les parties AB, AD ; 
troifiémes proportionnelles à 4F, AM, & à AE, AM; 
on menera par le point de milieu € de la ligne B D deux 
droites indéfnies CH, CK, l’une parallele & l’autre per- 

endiculaire à la ligne 4 P, qui divife par le milieu l’angle 
donné E AF. On décrira enfuite entre ces deux lignes 
comme Afymptotes, par les points D, 4, deux Hyper- 
boles oppofées, qui couperont la circonférence du cercle 
donné en des points M tels qu'ayant mené les droites MA, 
ME, MF; les deux angles 4AME, A MF, feront égaux 
entr'eux lorfque le point d'interfeétion M tombe dans l'an 
gle E À F ou dans fon oppofé au fommet; & l'angle AME 
fera égal au complement à deux droits de l’angle AMF 
lorfqu'il tombe ‘dans l’un ou dans l'autre des angles à 
côté. 

On neft arrivé À cette derniere conftruftion qu'en 
fappofant la premiere qui eft fondée fur le calcul, & en 
faifant enfuite des remarques qui {ont affez recherchées. 
Il eft cependant facile de la démontrer tout d’un coup, 
fi l'on fait attention à une proprieté de l'Hyperbole 
équilatere qui fe trouve dans l'article 361. (Liv. VIII.) 
& qui d’ailleurs fe peut aifément prouver. Car fi l’on 
mene du point M où l'Hyperbole équilatere D M ren- 
contre la circonférence du cercle donné , aux deux ex- 
émités B, D, du premier diametre BD, les droites 

| BM,DM, 


Planche 20. Page 792- 
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B M, D M, qui rencontrent l’Afymptote C H aux points 


_O,L, & la ligne AP qui lui eft'parallele aux points S, R; 


il eft clair felon cet article, que MO eft égal à ML, & 
qu'ainfi l'angle MOL ou MSR ou BS A eft égal à 
l'angle MLO ou DRA Mais par la conftruétion l'angle 
Bb AS eft égal à l'angle D AR, puifque la ligne À P 
divife par le milieu l'angle E ÂF. Partant les angles 
reftans ABM, AD M, dans les deux triangles 4BS, 
À D KR , feront égaux entr'eux ; d’où. il fuit que les an- 
gles AMF, AME; le font auf. Et c’eft ce qui étoit 
propofé. 

On peut trouver facilement par le moyen de cette der- 
niere conftruétion, une égalité très- fimple qui ne renfer- 
me qu'une feule inconnuë , & dont la conftruétion qui fe 
poutra faire par telle Seétion conique qu’on voudra fui- 
vant les regles prefcrites dans le Livre précédent, four- 
nira la réfolution du Problème. Soit menée à cet effet du 
point M la ligne AMP parallele à l’'Afymptote CK, & 
qui rencontre l’autre Afymptote C H au point H; & 
foient nommées les données 4AM,a; AK,6; CK,c; 
& les inconnuës AP, x; PM,y. Cela pofé, on aura 
par [a propriété du cercle l'équation XX +yy]—=da, & 
par la propriété des Hyperboles oppofées * l'autre équa. 
tion CHxHM(xy—cx—by+bc)—=CKxKA(bc); 
ce qui donne x y —c x — by==0, d'où l'on tire y — —; 
Mettant le quarré de cette vaieur à la place de yy dans 
la premiere équation xx +yy—424, & opérant à l’ordi- 
naire on formera cette égalité du quatrième degré xf— 
20x +bbxx+auabx—uabb—=0o. | 

+cc 

— 44 
Or fi l'on mene du centre C des Hyperboles, perpendi- 
culairement à 4C, la ligne C G qui rencontre la circon- 
férence au point G; les triangles reétangles AC G,AKC, 


donneront CG—1G—AC— AM (aa) — AK(66) 


re CR (cc), C'eft pourquoi nommant la rs CG,", 
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on changera l'égalité précédente en celle-ci xf— 28 x° 
—nmMmXxXX+2aabx—aubb—0, dans laquelle les don- 
néés font le rayon AM(4), les lignes AK (6), CK(c), 
CG(m),& l’inconnuë x exprime des valeurs de 4 P telles 
que menant lès perpendiculaires P M, elles rencontreront 
la circonférence aux points cherchés. 


Pour diftinguer entre les deux points ou chaque per- 
pendiculaire P M coupe la circonférence du cercle, ce- 
lui qui fert à la queftion préfente ; il faut obierver de 
mener P M du côté où lon a fuppofé que tomboit Île 
point AZ par fapport à la ligne AP en faifant le calcul, 


ex 


lorfque fa valeur 





—— qu'on a trouvé ci-deflus eft pofi- 
tive, ceft-à-dire, lorfque x eft en même temps vraie & 
plus grande que #, ou bien lorfqu'elle eft faufle ; & au 
contraire 1l la faut mener du côté oppofé, lorfque fa va- 
leur eft négative, c’eft-à-dire, lorfque x eft en même temps 
vraie & moindre que &. 


SECONDE MANIERE, 


Ayant mené par le point cherché A que l’on regarde 


comme donné la droite A7 D perpendiculaire au rayon 


A M, & par le point D où elle rencontre 4F la droite 
G H parallele à 4 M, laquelle rencontre en H la li- 
gne MF, & en G la ligne E M prolongée qui coupe 
en € la droite 4 F; on aura à caule des triangles fem- 
blables FAM, F DH, cette proportion : 4 D'EÉF* 
AF. FD. Et à caufe des triangles femblables € 4 47, 
C'DG, cette autre, AM. D G:: AC. C D. Or h ligne 
D G eft égale à D H, puifque par la condition du Pro- 
blèéme les angles AME , A MF, devant être égaux, 
les angles D MH, D MG, le feront aufli Donc 4F. 
FD :: AC CD, & AF+ FD. AF:: AC+CD où 
AD. AC. Cela pofé, foient menées EB, MP, per- 
pendiculaires fur 4F, & M © perpendiculaire {ur E B: 
& foient nommées les données 4 M, #; AB,65 EB,c; 
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AF,d; & les inconnuës 4P, x; PM, y. Les triangles 
rectangles femblables 4 PM, 4 MD, donneront 4P (x). 


AM(a):: AM(a). AD —"%, Et partant FD—d——; 
& les triangles femblables EQ M, MPC, donneront 
EQ ou EB—MP(c—y). O0 M ou AP— AB(x—b):: 
MP (y) PC——T. Donc AC'où AP<PC— 


Ce —— 


Cx — b : LEA, 
7, & mettant dans la proportion précédente À F + 


FE 
FD. 4F::4 D. AC à la place de ces lignes leurs valeurs 
analytiques, ou formera (en multipliant les moyens & les 
extrêmes) cette équation 26dXxX—4acx—2b0dxy+ 
aaby+aady=aadc, qui fe réduit en divifant par 264, 
& en faifant( pour abreger) 4 + d=ÿf, à cette autre x x — 
Sy x — LRU y nr ga 0, dont le lieu qui eft une 
Hyperbole entre fes Afypmtotes étant conftruit felon l'ar- 
ticle 339. (Liv. V II.) coupera la circonférence du cercle 


au point cherché M. 


Si l'on veut avoir une égalité qui ne renferme que l'in- 
connuë x, on fe fervira de l'équation au cercle xx+yy 
— 44, dans laquelle mettant à la place de yy le quarré 
de y trouvé par le moyen de l'équation précédente , on at- 
rivera à une égalité du quatriéme degré'qui ne renfermera 
que l’inconnuë x , & dont l’une des racines exprimera Îa 
valeur de Ja cherchée 4 P. 


E x E MÿP LE VIIE 
439. Ux cercle qui a pour centre le point À étant 


donné avec deux autres points E, F; trouver fur Îa cit- 
conférence le point M] tel qu'ayant mené les droites 
AM, MF, ME; le finus droit de l'angle 4 M F foit 
au finus droit de l'angle 4/E, en la raifon donnée de 
m à n. 


Fic. 253. 


Je réfouds cette queftion en trois différentes manieres, 


di 
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PREMIERE MANIERE. 


Ayant pris fur les droites données 4 F, AE, les par: 
ties AB, AD, troifiémes proportionnelles à 4 F, 4W, 
& à AE, À M; on menera du point cherché 4 que l'on 
regarde comme donné les droites MB, MD, les perpen- 
diculaires MG, MH, fur Â4F, AE, & les paralleles 
MP,MOQ,à AE, AF. Ayant pris fur B Mla partie BK 
égale à D M, on tirera du point K les droites KO, KL, 
paralleles à MG, MP, & du point donné D la perpendi- 
culaire D C fur 4F. Cela fait, les triangles femblables 
BMG,BKO, donnent B M. BK ou DM:: MG. KO. 
Or par la condition du Problème ». #:: KO. MH; puif 
que prenant D M pour rayon ou finus total, les droites 
KO, MH, feront les finus droits des angles MB F, MDE, 
ou de leurs complemens à deux droits MB 4, MD 4, 
égaux par fa conftruétion aux angles 4MF, AME. 
Donc en multipliant par ordre fes antécedens & les con- 
féquens de ces deux porportions on aura m3 x BMnx 
MD::MGxKO.KOx MH:: MG. MH::MP.M 0. 
à caufe des triangles femblables MPG, MOH. Cela 
pofé. 

On nommera les données AD ,4; AC, b;5 CD, 6; 
AB, d;' AM, r; & les inconnuës 4P ou MO, x; 
PM ou 40,7; & les triangles femblables ADC, 
PMG,.Q0 MH donneront P G— 1e MG—==,0H— 


a 


—, HM=®, AG=x+ "16 B ou AB—AG—4 
—x—71, DH ou AQ+Q0H—AD—y+ "4; 
& à caufe des triangles re&tangles BGM, DHM, on 
aura BM ou BG+GM—%xx+ _ X Y + 7 = 
200% — y dde D ppt y y 
2dx—#y+dd en mettant pour #bæ+cc fa valeur 
‘a a à Çaufe du triangle redangle 4C D ; & de même 


{ 
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M: 2 b b O 

DM=yy+=xyæ xx —2ay—2bx+aa Or 

par la proprieté du cercle, le quarré 4AM(rr) = 4G 
: 1 b bhyy PCT EN bis 2 b 

(Axe = xy4 EE eGM ( 22) XX — XY 

+ y Y en mettant pour bb+ec fa valeur ZA. Si donc 
—— 2 ———— 2 

l'on fubftituë dans les valeurs de B M & de D M à la 

2 b 
place de yy+ — xy+xx cette valeur 77, & que 
pour abreger on fafle rr+dd—=f & rr+aa— 


gg, on trouvera BM—Vf— 2 dx TE pe RD Me 


4 





Veg—2uy—2bx. Subftituant enfin ces valeurs à fa 
place de BM & de D M dans la proportion # x B M. 
n x DM::MP (y) MO (x} que Fon a trouvée 


ci-deflus ; & multipliant les exttêmes & Îles moyens, on 
/ de 2 b d x 
formera cette équation # x VF — 2 dx EE y — ny 


Ve g— 24ay—2bx de laquelle quarrant chaque mem- 
bre, & faifant évanouïir Flinconnuë y par le moyen de 


LS 2 b 
l'équation au cercle xx +—xy+yy=—rr, on arrivera 


à une égalité du fixiéme degré qui ne renfermera plus que 
linconnuë x, & qui étant réfoluë felon les regles du Li- 
 vre précédent, donnera pour À P ( y) une valeur telle que 
menant P M parallele à À4E, le point A7 où cette hHgne 
rencontrera la circonférence, fera celui qu'on cherche. 

S1 l'on fuppofe que m—# ,1l eft évident que les an- 
_gles MB F,MDE, feront égaux; & qu'ainli les angles 
AB M;,;ADM, où AMF, AME, le feront auf. D'où 
l'on voit que le Probléme précédent n'eft qu'un cas parti- 
culier. de celui-ci. 


S Eco N DE: M. ANT BK €. 


. Ayant joint les deux points donnés E,; F, par une Fic, 2 F9: 
| D d di 
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ligne droite, on tirera du centre donné Z les droites 
AD, AP, l'une perpendiculaire & l'autre parallele à 
cette ligne, & par le point cherché 7 que l'on regarde 
comime donné, la parallele P © à AD, on menera aufli 
du même point 7, le‘rayon 4M qui rencontré E F 
en O ,;r& les droites E M,\F M, fur lefquelles on abaif- 
fera des points O ;, F, E, les perpendiculaires 0 G, OH, 
& FC,EB. Cela fait, les triangles femblables E0G, 
EFC,.&: FEB, FOH donneront EO. EF::0G,; 
HCGECEF POS BBAOH; & partant E O x EF; 
EFxFO ou EO.FO::OGxBE.CFxOF, cef-à- 
dire\,  en‘raifon compolée de O0-G à OH, ou demàn 
( puifqu'en prenant AO pour le rayon ou finus total) 
les droites OG, OH, font les finus droits des angles 
EMO, FMO, complemens à deux droits des angles 
AME,AMEF),& de*-B E à CF ou de EMàMF à 
taufé des triangles retangles femblables BME,CMPF, 
On_ aura donc EO. EO::mx EM.nx MF. Cela 

ofé. 

À On nommera les données 4D ou P 0,4; ED, 6; 
D F;c514 Mr: & les inconnuës 4 P, x; PM,y; & on 
aura à çcaufe des triangles femblables APM, ADO, 
cètté proportion, MP (y). AP {(x):"AD (4). DO 
1 Su Et partant E 0=—= DRE, FO—= Re. Or les 


triangles rectangles E M Q, FM O0; donnent E M— EQ 


(OË+ 5x EX) LE MO (ad —2ay#ÿy) —f+20%x 
— 2473 (en imMéttant pour x X+yy [a valeur 77 à caufe 
du triangle reëtangle PM, & faifant pour abreger 


aa+bb#rn=f) & de même FM—FO(cc—2cx 


2 
HAX) AMOR a 2a4ÿ+yy)—=gr—120x— 24) 
en mettant pour xx+yy fa valeur-77, 8 faifant pour 
abreger aa+cc+rr—gg Si dans la proportion 
précédente E O.1F0::mx EM. n * ME, on met à |la 
place de ces lignes les valeurs analytiques que l’on vient 
dé trouver ; & qu'on multiplie les extrêmes & les moyens, 

















Co 
Q 
M 
Ÿ 
S, 
Q 
À, 
Q 
a) 
() 

ER 
Q 
Ne 
ns 
ù 


| 
| 





DEs PROBLEMES DE TERMINE'S. 399 





on formera cette équation bny+anxVgg—2tX—2ay 


= MCy—MaXx VF 20x—24ay, de laquelle quarrant 
chaque membre & faifant évanouir linconnuë y par le 
moyen de l'équation au cercle xx-+y7—7r7, ton arrivera 
encore à une égalité du fixiéme degré, dont:la réfolution 
fournira pour À P (x) une valeur telle que menant la per- 
pendiculaire P M, elle ira couper la circonférence au point 
cherché "M. 

C'eft à peu près.de cette façon que M. Defcartes réfoud 
cette queltion dans la foixante-cinquiéme de fes Lettres ; 
Tom. 3. Elle-lui avoit été propofée par M. de Roberval, 
d'une manière qui paroït différente de celle-ci ; mais.qui 
dans le fond reviént à la même chofe, 


ÉrR:OILSA EME MALANIFRE 


Soient décrits des diametres ÂE, 4F, deux cercles 
ART, AST,, fur léfquels foient portées depuis le point 
A deux cordes quelconques 4R, AS, qui foient tou- 
jours entr’elles en la raifon donnée de # à »: & foient 
tirées les droites ER, FS, qui s'entrecoupent au point 
M. Je dis que la ligne courbe 4 M, qui eft le lieu de 
tous les points A7 ainfi trouvés, coupera le cercle donné 
(dont le centre eft en 4) au point cherché 4. | 

Car tirant À M & le prenant pour rayon ou finus 
total, il eft clair que la corde 4R eft le finus droit de 
l'angle 4 ME, & la corde 4S le finus droit de angle 
A M F. | L !.4 1 

Il eft à propos de remarquer 10: Que cette conftruc= 
tion a cela de particulier , qu'elle ne réuflit pas’ feule: 
ment lorfqu'il s’agit de trouver le point {7 fur la circon- 
férence d'un cercle dont le centre eft en 4, mais ‘en- 
core fur telle ligne ‘courbe’qw'on voudra. 2°. Qu'äyant 
trouvé deux points de ce lieu de la-maniete que lon 
vient d'enfeigner , lés plus proches que’ l'on pourra de 
la ligne courbe donnée il fuffit d'en tracer la portion 
qui joints çes deux points; ce qui rend la pratique de 


F1G. 260; 
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cette conftruétion fort aifée. 3°. Que le lieu de tous les 
oints A ainfi trouvés eft du quatriéme degré, comme 

il eft facile de voir par le calcul dé la feconde maniere, 

en obfervant de ne point fubftituer dans les valeurs de 

EM & FM à la place de xx+yy le quarré rr que l'on 

trouve par le lieu au cercle, ce qui donnera pour l'équa- 








» DIE Der EPST D © Y 24 2 
tion de ce lieu nbyenax Ve x+a—y=mcy—max 
2 =! 
VE +x+4—7y, dont les inconnuës x & 7? montent 
au quatriéme degré, lorfqu'elle ef délivrée d’incommen- 
furables. 4°. Que ce n’eft pas une faute légere en Géo- 
métrie, felon M. Defcartes , d'employer une ligne courbe 
trop compofée pour réfoudre un Problème; de forte que 
felon lui, on doit préferer à cette derhiere folution les 
deux précédentes , où les deux lieux qu’on a trouvés, & 
qui détermineroïient par leur interfeétion avec la circon- 





 férence donnée, le point cherché, ne font que du troi- 


fiéme degré. Il me paroît néanmoins que la facilité d'une 
conftruétion & fa fimplicité peuvent récompenfer en quel- 
que forte ce défaut , & c’eft ce qu'en verra encore dans 
l'Exemple qui fuit. 


! 


EX E M:P L_E: Il. X: 


440. D) ivis ER un triangle fcalene donné 4BC en 
quatre parties égales, par deux lignes droites DE, FG, 
qui s'énttecoupent à angles droits au point FH, 

Si lon fait attention fur la nature de ce Plobléme, 
on,verra 1°. Que deux des extrémités D, F, des deux 
droites DE, FG, fe trouvent néceffairement fur l'un 
des côtés 4€ du triangle donné AB C'; & que leurs 
deux autres extrémités E, G, fe trouvent chacune fur 
chacun. des deux autres côtés BC,.B 4. 2°, Que les 
deux.points cherchés D, F, doivent avoir deux con 
dirions, dont la premiere eft que les lignes DE, FG, 
qui divifent chacune le triangle 4 B C en deux par- 
Hes égales , sentrecoupent à angles droits en nn poinf 

? 
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: H; & la feconde qu'elles forment avec les deux autres 
côtés du triangle donné, un quadrilatere B GH E qui foit 
la quatriéme partie du triangle 4 BC, Cela pofé. 


Soient menées fur le côté 4-C les perpendiculaires 
GI, BK,EL, & foient nommées les données AC ,2 4; 


BK,6;5AK,c;KC, d; &lesinconnuës 4F, x;,CD, y. 
Puifque le triangle 4GF,ou GIx+AF doit être la 
moitié dutriangle 4 B C(4 6) il s'enfuit queG 1= 1  & 
par la même raifon EL="— Or les triangles fembla- 
bles CBK,CEL, & ABK, AGI , donnent BK (4). 


EL (#)::CK(d).CL="EtBK(4).GI(%):: AK 
(c).AI=—. Et partant D Lou CD—CL=y—",F1 


où À F— AI=— x ——. Mais lestriangles reétangles D EL, 


F GTI, font femblables entr'eux ; puifque chacun d'eux 
eft femblable au même triangle FD H , qui eft re&tan- 
gle en H felon la condition du Problème qui demande 
que les deux lignes DE , FG, s’entrecoupent à angles 
ts 4 b 7y—4ad\ 

droits. On aura donc EL ee): LD =) dE FI 
(° + ). 1G (2) ; ce qui donne, en multiplant les extré- 


x 


mes & les moyens, cette équation xx yy—«#cyy—adxx 








ne à 





—acacd—aabb,ou xx—4acxyy—ad—aabb, qui 
renferme la premiere condition du Problème; de forte qu'il 
ne tefte plus qu'à accomplir la feconde; fcavoir que le tra- 


peze BGEHE foit le quart du triangle donné 4B C. 


Pour en venir à bout. Du point d’interfe&tion Hdes 
_ deux droites D E; FG', foient menées aux trois angles 
du triangle ABC, les lignes HA, HC, HB, & on au- 
ra 12 FD (x+y—24). AF(x):: FHD(:40) FH A4 


abx è ‘ 
Der pres Ts Et partant le triangle 4 HG ou le trian- 
abx 


gle FG 4moinsle triangle FH 4=% 46 — ES ET 
| Eec 








F1G, 262 
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par un raifonnement femblable que le triangle HE B— 
— RE . Maintenant fi l'on ajoû- 
te enfemble les triangles HGB, HE B , on formera Île 
quadrilarere HG BE qui doit être égal à la quantité 244 
quatriéme partie du triangle 4 B C': ce qui donne pour 
la feconde équation xx + yy + 4xy — 84ax — Bay 
= 107 4—0, 

Si l'on fait évanouïr parle moyen de ces deux équations 
linconnuë y, on arrivera à une égalité de huitiéme degré 
qui renfermera toutes les conditions du Problème, & dans 
laquelle il n’y aura plus qu’une feule inconnuë x; de forte 
que toute la difficulté eft réduite à trouver les racines de 
cette égalité. Et c’eft ce qu'on peut faire par le moyen 
de deux lieux du troifiéme degré, comme l'on a enfei- 
gné dans les articles 417, & 418 ( Liv. preced.) Mais com- 
me la conftruétion de ces lieux devient fort embarraflée & 
d'une longueur infuportable dans la pratique, à caufe de la 
multitude des termes de leurs équations, il eft beaucoup 
plus naturel de conftruire féparément les lieux des deux 
équations que fon vient de former, quoique l’un d'eux 
foit du quatriéme degré & par conféquent plus compolïé, 
car l’autre n'étant que du fecond récompenfe ce défaut, 
& d’ailleurs la facilité de la conftruétion doit déterminer 
en fa faveur: voici comment elle fe fait. : 


Ayant mené deux lignes droites indéfinies 4B, AC; 
qui font entr'elles un angle droit B 4C ; on prolongera 
BAenE, en forte que AE—Vac, & C Aen F,en 
forte que AF—V ad, Ayant pris fur 4 C une partie 
quelconque 4P, on décrira du centre E de l'intervalle 
A P un arc de cercle qui coupe 4 C'en G'; & ayant 
pris AH, en forte que le rectangle H 4x AG foit égal 
au triangle donné BAC, on prendra fur AB la partie 
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4 0—FH. On menera enfuite les droites PM; © WT, 
paralleles à 4B , 4C', lefquelles s'entrecoupent en un 
point M ; & ayant trouvé en la même forte une infini- 
té d’autres points tels que M, on fera pañler pat tous 
ces points une ligne courbe K ML. Cela fait , on pren- 
dra fur la diagonale 4 D du quarré AB DC, qui à 
pour côté la ligne AC égal au côté AC du triangle 
donné ABC, les parties AT=—+A4D,&DS—-:AD; 
& on décrira du premier axe T°S qui foit à fon parame- 
tre comme 1 eft à 3, une Hyperbole OSR. Je dis à pré- 
fent que fi l’on mene du point A7 où je fuppofe qu'elle 
rencontre la ligne courbe K ML au dedans du quarré 
ABDC, la perpendiculaire M P fur AC, & quon 
prenne fur le côté AC: du triangle ABC, les parties 
AF— AP, & CD—P Miles points F, D , feront tels 
qu'ayant mené (ce qui eft facile) les deux droites FGr, 
D E , qui divifent chacune le triangle 4 BC en deux parties 
égales; elles s’entrecouperont à angles droits & le partage- 
ront en quatre païties égales. 
Car nommant 4 P, x: P M, y ; on aura à caufe des 
triangles 4AEG, FAH, rectangles en 4, le quarré 


AG EG (xx) AE (ac), & le quarré AË =FH 


(y7)—AF (ad). Otr« puifque par la conffruétion le rec- 
tangle H 4 x AG eft égal au triangle donné B AC (46), 


il s'enfuit que H 4 x AG (yy—adxxx—ac)—=aabb. 
La ligne courbe K ML fera donc le lieu de gette équa- 
tion qui eft la premiere des deux que l'on vient de trouver ; 
& par conféquent fa proprieté fera telle que fi Fon mene 
d’un de fes points quelcoonques M pris au dedans du 
quarré ABDC, une perpendiculaire M P fur 4 C & qu'on 
prenne fur le côté 4C du triangle donné AB C', les par- 
ties AF— AP, &CD—P M; les droites FG, D E qui 
divifent chacune par le milieu le triangle 4 B C',s'entrecou- 
peront à angles droits au point H. 

De plus fi d’un point quelconque M de l'Hyperbole 
OSR, on mene Ja perpendiculaire MY s fon premier 

Lee 
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axe TS, & qu'on prolonge P M jufqu'à ce qu'elle ren: 
contte la diagonale AD au point X ; les triangles rec- 
tangles & ifofcelles 4APX , MVWX , donneront #. V2:: 
AP OU PA EN EANE = V2, & Va. : MX (x— y). 
MY ou VX=—— ; & partant 4 ou AX— XV 


x 4 y 


Dre Or par la conftruétion AD ANS puifque 
AC—24,8&par conféquent TS ou DT—DS—24 V2. 


On aura donc TW ou AV —AT= EE, &VS 


ou TV TIRE, & par la proprieté de 


l'Hyperbole TV VS (: K x 6 x) + 3 UE, 


2 Jxx—2x ee: 
M (= —— : 27) :: 1.3, C'eft-à-dire , comme le pre- 


mier axe T'S eft à fon parametre : ce qui donne en multi- 
pliant les extrêmes & les moyens cette équation xx + 
+4xy—8ax—8ay+ioaa—0 L'Hyperbole OSR 
en fera donc le lieu, & jouïra par conféquent de cette 
proprieté; fçavoir que fi l’on mene d'un de fes points quel- 
conques {7 pris au dedans du quarté ABDC, une per- 
pendiculaire MP fur 4C', & qu'on prenne fur le côté 
AC du triangle donné 4BC, les parties AF— AP, & 
CD—PM; les droites FG, DE, qui divifent chacune 
par le milieu le triangle 4 B €, le couperont en quatre 
parties égales. 

Maintenant puifque le point Mfe trouve en même 
temps fur la ligne courbe KML, & fur l'Hyperbole 
OS R ; il s'enfuit que les points D, F, pris fur le côté 
AC du triangle donné , auront aufli en même temps 
les deux conditions requifes. Er c'eft ce qui étoit 
propolé. | 

S'il arrivoit que Îes deux courbes OSR, KML , ne 
fe rencontraflent point au dedans du quarré ABDC, 
ce feroit une marque infaillible qu'on auroit fait une 
fuppofition faufle, fcavoir que les deux extremités D, F; 
fe rençontrent fur le çôté 4 C. C'eft pourquoi il fau 


—- 
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droit les fuppofer fur l’un des deux autres côtés , & re- 
commencer le calcul , en faifant des raifonnemens fem- 
blables aux précédens, pour avoir une conftruétion par 
rapport à ce nouveau côté. Mais fi l’on fait les trois re- 
marques fuivantes ; il fera aifé de prévoir lequel des trois 
côtés on doit prendre pour celui fur lequel tombent les 
deux extremités D , F, afin d’avoir fürement une folu- 
tion, & de nètre pas obligé de recommence. 
ER eu , & BK 


444 84 C 





ag 277 
La premiere eft que CL — 
aabb | . À 
sit 40; Ce qui fe voit en mettant dans yy 
aabb 


XX—— nc 





An 


man) 





+ a d à laplace de 4 P (x) fa valeur AC (24), 
& dans px ac à la place de A Q (y) fa va- 


—— 1 d 


leur 4 B( 24 ). La feconde confifte en ce que C R— Voaa 
— BO; ce qui fe couve en mettant dans l'autre équa- 
tion XX +Yy + 4Xy—8ax—8ay+ 1044—0 dont 
le lieu eft l'Hyperbole OS KR , d'abord à la place de AP 
(x) fa valeur 4C (24), & enfuite à la place de 4 Q0(y) 
fa valeur 4 BY 24). La troifiéme fe tire de ce qu’en {up- 


pofant AK (c) moindre que C'K(#)comme on le fait 
ici, il s'enfuit que B K ( sas +4c)eft moindre que 
Cr ( aabb 


44 8— 44” 
— +ad)Or cela pofé, filon veut que B K 


AAR— AC 











b : ( = 2 | 
(= - +ac) foit moindre que BO (244),0on trouve- 
a 


A4 A — 1 d 
ra en mettant pour d'fa valeur 24— c & opérant à l’ordi- 
naire,quebbæ+ cc doit être moindre que 444, c'eft-à-di- 
re, que le côté 4B du triangle donné 4B € doit être 


moindre que le côté 4 C : & fi l'on veut que le quarré CE* 








Œ- 1 + 4 d) foit plus grand que CR (244), on trouve- 


caen mettant pour cfa valeur 2 4 — d & opérant à l'ordinaire 

quele côté B C(Y766+ dd) doit furpañler le côté AC (24). 

Mais ileft vifible que B K étant moindre que BO & € L plus 

grande que € R, les deux lignes çourbes ee L, OMR, 
: Dec 11} 











a 


Fig. 2035 


Frc. 263%, 
€ 262, 
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{e coupent néceffairement au dedans du quarré 4B DC, 
D'où il fuit que file triangle donné AB C' a tous les angles 
aigus, & qu'on prenne pour le côté 4C° fur lequel on 
fuppofe que les deux points F, D, ferencontrent , celui 
des trois dont la grandeur eft moyenne entre les deux 
autres & pour le côté AB le plus petit , le Probléme aura 
toujours néceffairement une folution , puifqu'alors ( #z. 261.) 
le point K fe trouvera entre les points 4, C, & que ZK 
eft moindre que 4C , comme l'on à fuppolé en faifant 
le calcul fur lequel tout ce raifonnement eft fondé. On 
trouvera en la même forte que fi le triangle donné eff 
rectangle ou obtusangle , & qu'on prenne pour le côté 
A C fur lequel doivent tomber les deux extremités D, F, 
le côté moyen, on aura toûjours une folution ; de forte 
que cette remarque eft générale pour toutes fortes de 
triangles. 

On voit dans la figure 262. que l’'Hyperbole OS R & 
la courbe K ML fe coupent non feulement dans un point 
{VT, au dedans du quarré 4B DC, comme le demande 
le Problème ; mais encore en un autre point M] au de- 
hors de ce quarré. Or fi l’on veut fçavoir quelle peut êrre 
l'utilité de cer autre point, on trouvera qu'il donne une des 
réfolutions du Problème fuivant , dont celui-ci n’eft qu'un 
cas particulier. | 

Trouver fur le côté AC du triangle donné ABC, deux 
points F, D, tels qu'ayant mené les droites FG, DE, 
qui font avec les deux autres côtés 4B, BC, les trian- 
gles FG 4, D EC, égaux chacun à la moitié du trian- 
gle 4BC:les lignes FG,DE, s'entrecoupent à angles 
droits au point H , & le quadrilatere BGHE foit égal 
au quart du triangle ABC. 

Car lorfque le point d'interfe&ion A7 tombe au de- 
dans du quarré 4B DC, il eft clair que les lignes AP, 
P M feront chacune moïndre quelecôté 4C, & qu'ain- 
fi les points F, D, qu'elles déterminent tomberont tous 
deux entre les points 4, C3 ce qui réfoud le Problème 
énoncé comme l'on a fait au commencement, Mais 
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lorfque le point A7 tombe au dehors du quarré, com- 
me alors l'une des lignes 4 P, P M eft moindre que fon 
côté AC, & l’autre plus grande; il s'enfuit que l’un des 
points F, D, tombe fur le côté 4 C' du triangle donné, 
& l’autre fur ce même côté prolongé, ce qui donne une 
autre folution du Problème énoncé comme l'on vient 
de faire en dernier lieu. 


PUX E MP LE 7X. 


AT U NE Settion conique MA N étant donnée , avec 
un point S hors de fon plan pour le fommet du cone 
dont elle eft la Seétion ; on demande la pofition du cercle 
Ma N qui en eft la bafe. 

_ Je diftingue cette queftion en deux différens cas, dont 
de premier eft lorfque la Se&tion donnée eft une Parabo- 
+ le fecond lorfque c'eft une Ellipfe ou une Hyper- 

ole, 

Premier cas. La queftion fe réduit à trouver fur la 
Parabole le point À tel qu'ayant mené de ce point le 
diametre 4 P avec la ligne AS ; du point S la ligne S D 
parallele à 4 P ; & d’un point quelconque P du diame- 
tre AP, une ordonnée P M à ce diametre dans le plan 
de la Parabole, & une perpendiculaire 4 D à cette or- 
donnée dans le plan du triangle DS 4, qui rencontre 
les cotés S 4, SD , aux points #, D : le quarré de PM 
foit égal au rectangle 7 P xP D. Car décrivant dans le 
plan + PM un cercle qui ait pour diametre 4 D, il eff 
clair qu'il paffera par le point M, puifqus l'angle 4P M 
eft droit , & que PM—4PxPD, qui eft la propricté 
effenuielle du cercle ; c'eft pourquoi menant le diametre 
P À, & tirant de l’extremité D du diametre D + du 
cercle, une parallele DS à P 4, qui rencontre 4 4 me- 
née de fon autre extremité 4 par l'origine 4 du diame- 
tre À P , en un point S, le cone qui a pour fommer ce 
point, & pour bafe le cercle MaN, formera * par fa 
rencontre avec le plan 4 PM la Parabole même don- 


F1G. 262, 
Ü 263. 


Fire, 264: 


* Art,269; 
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née MAN. Voici comment on peut trouver le point 4. 
Soit v le parametre inconnu du diametre 4 P, & l'on 


aura par la proprieté de la Parabole, PM —AP KV: 
mais pour fatifaire au Problème, il faut que PM—aP x 


PD. Donc 4P x P D— 4 P xv ; ce qui donne cette pro- 
portion À P. P#::PD.vw, qui fe change en menant 40 
parallele à D + en çette autre SO. 40 ::P D'ou 40. v, 


& partant SOxv—40. 

Maintenant pour trouver les valeurs analitiques de ces 
lignes, je mene du point.donné S fur le plan de la Pa- 
rabole la perpendiculaire S F, & du point F où elle ren 
contre ce plan, fur l'axe BG la perpendiculaire FG ; 
qui rencontre le diametre 4 P en H. Je tire du point 4 
l'ordonnée ZK à l’axe , & la perpendiculaire 40 à la 
tangente AL , lefquelles rencontrent en E & © la ligne 
FO menée par le point F parallelement à l'axe. J'éleve 
enfin du point © une perpendiculaire Q © fur le plan de 
la Parabole, qui rencontrera S D dans le même point 
Ô , où la ligne 40 parallele à 4 D la rencontre. Car la 
tangente ÆL étant parallele à l'ordonnée P M qui ef 
perpendiculaire fur zD, l'angle L 40 fera droit aufl- 
bien que l'angle L 4 Q, & ainfi le plan Q 40 fera per- 
pendiculaire fur 4L, & fur le plan de la Parabole qui 
palle par cette ligne ; c’eft pourquoi la ligne © O perpen: 
diculaire à ce plan fe trouvera dans le plan 0 40 & ren- 
contrera par conféquent la ligne S D dans le même point 
O , où le plan 0 40, c'eft-à-dire, la ligne 4 O parallele 
à 4 D la rencontre. Il eft à remarquer que toutes ces li- 
gnes excepté les deux FS, © ©, font dans le plan de la 
Parabole, Cela pofé, 

Je nomme les données SFou 00,4; FGouKkKE, 
b; GB,c;le parametre de l'axe, ps & les inconnuës 
BK,x;K 4 ou GH, y; & j'ai à caufe des triangles fem- 
blables 4AKT, AE Q , cette proportion AK {y). KT 


(4p)::4E (+9). EQ= + ip: ge qui donne à 
| : | çauf 


Ps 
Fe 
20 
G 
Q 


fa 
…— 


anche 30 f 


VS 
21 
L 


ed 


SP: 
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&aufe des triangles 4E 0, 4 0 O,rettangles en E & Q le 


x Ro rres, Ze QUE b 
quarré AO ou À E+EQ+00=+ 2 +3pp 
+ 06+2by+yy+aa Or le parametre du diametre 


À P fçavoir Vv—= +4 —=)+ ui en mettant pour x * Art, 1ÿ1 


fa valeur 7; & SO ou FO ou GB+BK+EO—c+x 


P 
bp b 
+ L+ip—c+/+ 14 zip Mettant donc Ces va- 
+ ARE P SES 
leurs analytiques à la place des lignes qu'elles expriment 


b 
BP 
2 } 


AN 7 AS bb 
dans l'égalité AO—SOxv, on trouvera un + 
1 QT bpp I 4Cyy 
a Ph+0b+2by+yy+aea tp) + + Ep + SK 


+ _ + 26y+ 2yy,ceît-à-dire, en effaçant de part & 
d’autres les quantités qui fe trouvent les mêmes, fubftituant 
pour yy la valeur px, & opérant enfüite à l'ordinaire ; 
KICK XHECPX —:%; 0bp—=0 
Hip —iae 
—:06 
A ART D 
dont la vraie racine que l'on peut trouver par le moyen * * 4.387: 
de la Parabole même donnée, exprimera la valeur de l’in- 
connuë BK, qui fert à déterminer le point À tel qu'on le 
demande. 
Second cas. Toute la difäculté confifte à trouver fur Fic. 26: 
 lHyperbole donnée MAN, le point À tel qu'ayant mené 
le diametre 4 B avec les lignes S 44, BS 6; & par un de 
fes points quelconques P, du diametre 4 B une ordonnée 
P M dans le plan de l'Hyperbole, & une perpendiculaire 


a b à cette ordonnée dans le plan du triangle 4S$ 8: on ait 


le quarré P M égal au rectangle 7 P x P 6. Cela fe prouve 
de même que dans la Parabole, & voici ce qu’il faut faire 
pour trouver le point À. 

Soit v le diametre conjugué au diametre 4B, & 
foient menées dans le plan du triangle 48 b, les lignes 


4 0 parallele à #6, & OZ parallele à 4 B qui rençon: 
| FF£ 
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see Te Er 
re S À en 2; & l'on aura AP x P B à P M ou à caufe du 
cercle) à «x P6, en raifon compolée de 4 P à Px, ou 


Z0à304,&de PBàP4,ou de B À à AO: c'eft-à-dire, 
comme ZO x AB eftà 40. Or par la proprieté de l'Hy- 
perbole, APxP B.PM::AB.vv; & partant ZOx AB. 
A0::AB.vv— 45x40! Ce qui donne OZ. AB, où 





É ZO 
OS.SB::40.: 77. 
Maintenant pour trouver les valeurs analytiques, tant 


de la raifon de OS à SB, que des quarrez 40 & vv;je: 
mene du point donné S, la ligne SF perpendiculaire fur 
- le plan des Hyperboles; du point F où elle rencontre ce 
plan, la perpendiculaire FG à l'axe D K qui eft donné de 
pofition & de grandeur , puifque les Hyperboles font don- 
nées ; & du point cherché 4, l'ordonnée ZK à l'axe, & Ja. 
perpendiculaire 4 T à la tangente AL, lefquelles rencon- 
trent la ligne BF aux points E, 0. Je tire enfin B H pa- 
rallele à l'axe qui rencontre GF en X, TV parallele à BF 
qui rencontre ZE en V, & BD, OR, perpendiculaires 
{ur l'axe ; & ayant élevé © O perpendiculaire fur le plan 
de l'Hyperbole, on prouvera comme dans la Parabole 
qu'elle rencontrera la ligne BS au même point O, où la 
hgne 40 parallele à # # la rencontre. Il eft à remarquer que 
toutes ces lignes excepté les deux FS, 0 0, font dans le 
plan des Hyperboles. Cela pofé. 
Soient nommées SF—4, FG—6, CG—c, le pre- 
mier axe — 2 d, le fecond —2f, les inconnuës C K ou 
CD=x, AK ou BD ou G X ou KH—y; & l'on aura 
DK ou BH—=—2x,DG ou BX—c+x,GK—x—0c, 


TK, & AT ou VTK'+ AK =Vyy+ LE 





— L Vddxxæfx x —d' en mettant pour y7 fa va- 


+ An.8r. leur ÉEE__F Or les triangles femblables BXFBHE, 
TKY donnent BX (c+x) XF (6—7y)::BH(2#} 
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HE" 2%;;:TK (D). KV— "0 ; & partant 











Ch x cdd+ddx 
AE ou AÂ+KH+HE—#2%21, & AV ou AK 


dd d d - — | 
Ron Er fer ais à caufe des triangles 
- cdd=dd4x 


femblables see AE OQ., & ATK, OTR, il vient 
DÉEST RICE RES EEE A 
AT EK;: a TRE LATETO DAOKTETR ou 


Ex D abfrspecfar 
KR=— ddxyÆfxy —dfx + cddy Donc D G 


ddxsfxy+bffx—cddy . DRou DX+<KRXFS 


| 





Ne = D G 
2addxyLLiaffxy 
ddr fs —0fs+cddy —=(0, puifque DG.DR:: 


BEBE SES OUEN ER caufe du triangle rettan= 





gle 4AOO, le: quarré AO où AO + Q0— 
PERTE C PTE PRE TETE ES TETE 


FR SAPIN ORNE LI 


De plus SO.SB::FOQ.FB::GR.GD, &vv—"4xx 
»+ 49y+4 f—4 d'à ou Dé Pprre te 


Si donc l'on met dans la proportion & O. 5 2 A0. 
4 v , à la place tant de la raifon de SO à SBouGRaà 


GD, que des quarrés AO & vw, les valeurs analyti- 
ques que l’on vient de trouver, on formera en mul- 
tipliant Îles extrêmes & les moyens cette égalité 


Lumens) sms one © ————— 


2bfx+2cfyl xddxxæfrx—d'|-+2addxyp2afx)| 


= ddxy + ff xy + bfix — cddy | | x ddxy + f + fx) — 6f x + cddy | 


k 4x x te 


 : fe rencontrera au premier degré Rene & mettant 





— 4 dd|, dans laquelle tous les termes où 


à la place du quarré yy fa valeur 2°? —— — ff, On trouvera 
bhdtxt+21bbddfxt+bbf" xt —_hhdxx—ccdSxx 
— bp dixx—c cfdixx+ccfdS+ccdW—ddxx 
fx — d— aadd— cdd | x ddx + 2ffx + . xT—dixx 
Effi 


GRouGKLHKR 


* Art.1254 
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— 2 ddffx x —ffxx| quife change en faifant pour abrez 
ger dd+ff—mm, bb+cc—=nn, aa+dd#ec=rr, 
en cette autre LE mtxt— mmnndtxx +ccmm d° — 


SRE PRE 0 , 
mmxx—ddrrx x — x x qui fe réduit enfin en fai. 





d d 
\ . ." } / 
fant XX AL CCtte égalité du troiliéme degré. 
+4 ddrr 
EE set mn m ccdÿ 
mm AZ, É 4 Mu 0, 
db b 25 11 d mn 
ER m 


m m 


dont f’une des racines; fçavoir celle qui eft plus grande 
que d, eft telle que prenant une moyenne proportionnelle 
entre cette racine & d moitié du premier axe 5 cette 
moyenne proportionnelle exprime la valeur de CK qui 
fert à déterminer le point cherché Æ On pourra fe fervir 
de l'Hyperbole même donnée pour trouver les racines de 
cette égalité, par le moyen des articles 396 & 399. du 
Livre précédent. 

Lorfque CG (c)—0, c'eft-à-dire, lorfque le point F 
tombe fur le fecond axe; il eft vifible que cette égalité fe 
change en une autre du fecond degré, puifque le dernier 
terme étant nul, elle fe divife par x Mais lorfque F G 
(6)=—=0, ce qui arrive lorfque le point F tombe fur le 


- . dbb4x , / LT, - 
premier axe ; le terme — s’efface dans l'égalité précé- 


mn m 
dente, & un qui eft /#+ cc devient cc; ce qui fait qu'elle 
fe peut divifer par z—d, & qu'elle fe réduit par conféquent 
{ é drr ccd? +" à 
à celle-ci x4— = 24 —0, qui n’eft encore que du 


11 M 


fecond degré. Enfin fi l’on fait dans cette derniere égalité 
s—0; ce qui doit arriver lorfque le point F tombe fur le 
centre C , puifqu'alors les lignes # & & deviennent chacune 


Hu | ddrr 
ms Qt partant x ou xx, & x = 


nulles; on aura x — 
1 7. 


M Near 
A + 1 0 ddetff 
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Ïl eft inutile d’avertir que le Probléme fe réfoud par la 
même voie dans l'Ellipfe, n'y ayant de changement que 
dans quelques fignes. Mais on peut toujours rapporter ; fi 
l'on veut, ce Céond cas au premier , de la maniere qui 
fuit. 

Ayant mené par un point quelconque B de Pine des Fic. 4j. 
Hyperboles données, une tangente BG ; & ayant fait 
pafler par cétte tangente, & par le Re donné $S , un 
plan GBS:{oit- mené par tout où l’on voudra, un autre 
plan HKL parallele à celur-ci. Je dis qu'il formera dans 
la furface conique, décrite par une ligne droite: indéf- 
nie attachée en S, & muë autour de l'Hyperbole CPROE 
M A N, une ligne courbe H K L qui fera une Parabole 
de forte que toute la difficulté eft réduite au cas HÉAL 
Car fuppofant que le cercle D'HMN L foit la bafe du 
cone, qui a pour fommet le point S , & pour Section l’'Hy- 
perbole 7 4 N avec fon oppofée; il eft clair que le plan 
GBS touchant les deux furfaces coniques oppofées qui 
ont pour bafe ce cercle, dans le côte BS D, formera 
dans le plan de la bafe, une ligne droite D E qui touchera 
cette bafe en un point D. Or comme cette ligne eft la di- 
rectrice par rapport à la Se&ion HK L, il s'enfuit felon la 
définition dixiéme du Livre V I. que cette Section fera une 
Parabole. 

Ce Problème a été très-célébre du temps de M. Def- 
cartes, & l’on en a gouvé une folution parmi fes Manuf- 
crits, qui eft imprimée à la fin de la 75° Lettre du 3*tome. 
Si l’on veut fe donner la peine de comparer fa folution 
avec la mienne , on verra que non feulement elle eft moins 
naturelle, puifqu elle ne va pas droit au but, mais encore 
qu ‘elle eft beaucoup plus embarraflée, Auf ne donne:t-ik 

oint l’analyfe du cas où la Seétion eft une Ellipfe ou une 
H yperbole; & il fe contente d’affurer que l'égalité qui ren- 
pe les conditions du Problème, ne doit pas pafler le 
quattiéme degté, 


Œ EF ii 








F1G. 266, 
257,268. 


Fic, 266. 


F1G. 267, 
258, 
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442 S; par l'extrémite B d'un diametre AB , l'on mene 


añe-cordé quelconque B D qui termine l'arc À D moindre que 
la demi-cixconférence; € qu ayant pris partout on l'on voudra 
deux arcs contiqus EF,FG, éeaux chacun à l'arc AD, 
on 1ire les cordes BK, BE ,BG:je dis que la corde du mi- 
lieu BF cf à la fomme ou à La différence de [es deux voifines 
BE,BG, comme de rayon CB ef à la corde BD : fçavoir 
à la fomme lor[que L origine commune B des cordes BU,BE, 
BF, BG, ne tombe [ur pas un des deux arcs EF, FG; nu 
au contraire à la difference, lorfqu'il tombe [ur PE ou l'autre 
de ces deux arcs. 

Car foit du centre F, & du rayon F B, décrit un arc-de 
cercle qui coupe la corde B G prolongée, s'il eft néceffaï- 
re, au point H; pour avoir un triangle 1fofcelle BFH, 
qui fera femblable au triangle ifofcelle BC D ; puifque 
l'angle F BH à pour méfure la moitié de l'arc FG égal 
à re AD, dont la moitié eft aufli la mefure de l'angle 
CB'D;- On aura donc FB. BH::CB.BD;,de fotté 
qu'il ne refte qu'à démontrer que la ligne BF eft la fom- 
me des deux cordes BE, BG, nee le premier cas, & 
leur différence dans le RÈT Pour le faire. 

Soient tirées les cordes EF, FG, & on aura deux 
trangles BEF, FH G, qui feront femblables & égaux. 
(62; QE le premier cas l'angle EJB ou FHG, eft 
égal à l'angle FBH qui vaut Jangle FBE, puifque les 
arcs FG., a FE, font égaux ; & de plus l'angle BEF ef 
égal à l'angle FGH, puifqu' ils ont chacun pour mefure la 
moitié du même arc BF; & partant l'angle G FH eft égal 
à l'angle FE FB. Orles côtés FE,FG,&FB,FH, font 
égaux entr'eux. Le côté GH fera donc égal au côté BE. 
rie BC. 

On prouvera à peu près de même dans le fecond cas 
que les triangles FHG, FBE, font femblables & égaux; 
& qu'ainf la ligne BH cft la différence des -deux cordes 
BG;:BE, 





page 413. 
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LEMME EI. 
#45: S O1T 27e Table dont le premier rang parallele ren- 


fermant le nombre 2, € le fecond La lettre x3 le troifiéme xx 

— 2 foit le produit du [econd par x,moins le premier; le qua® + 

trieme x° — 3 x foit le produit du troifiéme par x, moins le 

fecond, le cinquiéme x*— 4 xx+ 2 foit le produit du qua- 

triéme par x, moins le troifiéme, € ainfi de fuite à l'infini. Fic. 269; 
Soit de plus un arc de cercle quelconque A KR divifé en autant 279-+ 
de parties égales qu'on voudra, aux points D,E,F, G, rc. 

Je dis que fi lé premier rang 2 de la Table exprime la valeur 

du diametre BA, @ le fecond rang x celle de la premiere 
corde BD , Ze troifiéme rang xx — 2 exprimera la valeur de 

la feconde corde BE, le quatrième rangx?—3 x celle de la troi- 
fiéme corde BF, d ainfi de fuite ju{qu'à la derniere BR :e# 
obfervant que ces cordes deviennent négatives , lor[qu'elles 


Dallent de l'autre coté du point B. 


ET Table pour la divifion des ares de 
2c|1x cercle en parties égales. 

SL 26. rm 7 

AC|1xS — 3x 

sCl1xT — 4xx+ 2 
OS |ix — Sxi HE çx 

7C| 1x6 — GX HO oxx— 2 

BhEX TRS rx ne 

OC|I1XÈ — 8x6 ox — 16xx+ 2 

10° 1%" — 9%7 +27x — 30% + 9% 

IC |1X —10x% +36 x — OX 2x x — 2 
120 1% —11X7 +44x/ — 77% + SSx —I11 x 


13 14% —12% + S4x$ — 112 x6 105$ xŸ —30xXX+ 2 
14 1% —13 xD GS x —156x7 H182x) —91 x +13 X 


Car 1°. Lorfque l'arc 4 R eft moindre que la demi- F1c. 268: 
circonférence À D B; fi lon multiplie une corde quel- 
conque BF par x; & qu’on retranche de ce produit la 
corde BE qui la précede, on aura la corde B G qui la 
fuit immédiatement , puifque felon le Lemme précé- 








Fec. 270, 


F1G. 269, 
270. 
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dent CB(1:1). BD{(x)::BF BE+BG=XxBF, & 
partant BG—xBF—BE. Donc &c. 

2°, Lorfque l'arc ZR eft plus grand que la demi- cir- 
conférence À D B; 1l eft vifible que l'origine commune 
B de toutes les cordes fe trouvera néceflairement fur l’une 
des parties égale comme G H, dans lefquels l'arc ZR eft 
divifé. Or l'on prouvera comme dans le premier cas que 
le troifiéme rang de la L'able exprime la valeur de BE, 
le quatriéme celle de BF, & ainli de fuite jufqu'à B G: 
mais 1] refte à démontrer que le rang qui fuit celui qui ex- 
prime la corde BG, n’exprimera point la valeur de + BH, 
mais celle de — B H; & de même que le rang qui fuit ce 
dernier, exprime la. valeur de — BI; & ainfi de fuite juf- 
qui—BR. | 

Selon la formation de la Table, le rang qui fuit celui 
qui exprime BG eft x BG—B F. Or par le Lemme CB 
{1).BD (x):: BG.BF—BH, & partant —BH— 
xBG—BF; c'eft-à-dire que — BH vaur le rang paral- 
jele de la Table qui fuit immédiatement celui qui exprime 
la valeur de BG. Mais felon la formation de la même 
Table, le rang qui fuit celui qui vaut — BH eft —x BH 
— B G valeur de B T1, puifque felon le Lemme x BH— 
B 1— B G : & de même le rang qui fuit celui qui vaut — 
B I eft felon la formation de certe même Table — x BI+ 
B H valeur de la corde négative — B L', puifque felon le 
Lemme x BI1=BL+BH. Or il eft viible qu'il en eft 
de même de toutes les cordes qui fuivent B Ljuiqu'à BR; 
& c'eft ce qui reftoit à démontrer. 





CS OGIRIOSEL ARE TL 


anal), il eft évident que fi l'are AR eft di- 
vifé en cinq parties égales, le fixiéme rang de la Table 
x— S x + 5 x exprimera la valeur de la corde BR 
qui foutend l'arc BR différence de l'arc AR & de la 
deni-circonférence 4 D B ; que s’il étoit divifé en fept 
parties égales, le huitiéme rang feroit la valeur de BR; 


ê 
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& en general qu'il faut augmenter d’une unité Île nom- 
bre des parties égales, afin d’avoir le rang de la Table 
Qui vaut BR : en obfervant que le rayon CB— 1, que 
la premiere corde BD — x, & que la dernierecorde BR 
€ft négative lorfque l'arc ZR eft plus grand que la de- 
Mi -circonférence, | 


CoOoROLLAIRE IL 
445. O N voit par la compofition de cette Table, ze. 


Que le nombre 2 eft le premier terme de chaque rang 
perpendiculaire. 2°. Que les coëficiens de tous les autres 
termes du premier rang perpendiculaire font égaux à l'unité, 
3°. Que le coëficient d'un terme quelconque de tel rang 
perpendiculaire qu'on voudra, eft toûjours égal au coëficient 
d'un pareil rerme dans lerang perpendiculaire à gauche, plus 
au coëficient du terme qui eft au-deflus de lui: c’eft-à-dire, 
par exemple , que le coëéficient 14 du quatriéme terme 
14° du troifiéme rang perpendiculaire , eft égal au coë- 
ficient s du quatriéme terme $x° du deuxiéme rang per- 
pendiculaire qui eft le rang à gauche, plus au coëficient 
9 du terme 9 x x qui eft au-deflus du terme 144, 


ls 4 


REMARQUE. 
A46. S; l’on continuoit à divifer la circonférence en 
parties égales aux arcs AD, DE, &c. au-delà du point 
R ;il eft clair que les rangs paralleles de la Table qui 
fuivent celui qui exprime — BK continuéroient à expri- 
mer par ordre toutes les cordes négarives qui fuivroient 
BR, jufqu'à ce que repafñlant le point B elles redevien- 
droient encore négatives ; & ainfi de fuite alternative- 
ment pofitives & négatives, autant de fois qu'elles pafe 
feroient le point B à l'infini. ; 


Geg 


F1c, 270, 








Fc. 269, 
gT 270. 
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ExEMPLE  JI. 


dar (5 2e un arc de cercle donné AR, en 
autantde parties égales AD, DE,EF, FG, &c. qu'on 
voudra. 

Ayant mené le diametre 4B & la corde BR, & 
nommé le rayon donné € À ou CB, x ; la corde don- 
née BR , 42; on formera une égalité dont le premier 
membre fera le rang parallele de la Table qui furpañfe 
d'une unité le nombre, des parties égales , & le fecond 
fera 4; fçavoir ++ lorlque l'arc, 4R eft moindre 
que la demi - circonférence , & — 4 lorfqu'il eft plus 
grand. Or il eft vifible, felon l’article 443 que la réfo- 
lution de cette égalité doit fournir pour l'une de fes ra- 
cines x, une valeur BD telle qu'ayant décrit du point 2 
comme centre: & de l'intervalle B D un arc de cercle, il 
coupera fur l'arc donné 4 R la premiere des parties éga- 
les cherchées :4 D. 

Qu'il faille, par exemple, divifer l’arc donné AR en 
trois parties, égales ; on trouvera x°— 3x—,#, dont 
l'une des racines BD terminera la premiere des trois 
parties. égales qu'on demande. S'il falloit divifer l'arc 
AR en cinq parties égales, on auroit x’ — $ x sx 
— 4; & de même, s'il falloit divifer en fepr, il vien- 
droit x7=7x$+14x—7x— 17, 4: de forte que toute 
la difficulté fe réduir à trouver les racines de ces égalités. 
Or c'eft ce qu’on a enfeigné dans le Livre, précédent: 
Donc &c. 

Il eft à remarquer que ces égalités font les plus fim- 
ples qu'il eft poflible , lorfque le nombre des parties égas 
les eft un nombre premier. Mais lorfqu'il eft compolé 
de deux ou plufieurs nombres premiers, on divifera d'a 
bord l'arc donné en autant de parties égales que lun de 
ces nombres a d'unités, & enfuite la premiere de ces 
parties en autant de parties égales que l’un des nombres 
reftans a d'unités, & ainfi de fuite jufqu'à ce quon ait 
épuifé tous les nombres premiers, dont le produit fo 
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ne le nombre donné ; ce qui donnera enfin la premiere 
des parties égales qu’on cherche: fi l’on veut, par exem- 
pe , divifer l'arc 4 R entrente parties égales, il faudra d’a- 

ord le divifer en cinq, enfuire la premiere de ces cinq 
parties en trois, & enfin la premiere de ces trois en 
deux, pour avoir la trentiéme partie qu'on demande , : & 
cela parce que 30=5$ x3%x2. | 


REMARQUE ÎÏ, 


448.1 }sux points donnés 4, R, fur [a circonfc- 
rence d’un cercle en dérérminent non feulement deux 
atcs, dont l’un ZR eft moindre que la demi - circonfé- 
rence, & l'autre 4BR plus grand ; mais encore une 
infinité de portions , dont les unes font la circonféren- 
ce entiere plus l'arc 4 R, deux fois la circonférence 
plus l'arc 4R , trois fois la circonférence plus l'arc 4R 
&tc. & les autres font la circonférence entiere plus l'arc 
AB R , deux fois la circonférence plus l'arc 4BR, trois 
fois Ja circonférence plus l'arc 4B R &c ; dont la raifon 
eft que la circonférence d'un cercle rentrant en elle- 
même, on peut confiderer cette ligne courbe comme 
faifant une infinité de révolutions autour d'elle - même. 
91 donc l’on nomme l'arc AR, d ; la circonférence en- 
tiere c;l'arc ABR fera c — d, & lon aura ces deux fui- 
fes ; 

1% d,c+d, cd, 364, cd, sc, cd, cd  8c-+d, fe, 

2€. C—— d, 20—d, 360—d, 46——d,50—-d ,6:—d, 70 , 8c——d ,S5r, 
qui expriment par ordre toutes les portions de circon- 
férence terminées par les deux points 4, KR. Cela 
pofé. ; 

Si l'arc AD eft une aliquote quelconque de l'arc 
AR moindre que la demi-circonférence ; & qu'ayant 
infctit dans le cercle un poligone DE FGH &c, dun 
pareil nombre de côtés à commencer par le point D, 
on tire - de l’extremité B du diametre 4 B aux angles 
du poligone les cordes BD , BF, BG, BH, &c 

. Gegi 


27127254 


CC 








F1G, 271, 


Frc. 2735 
‘274. 
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je dis qu'elles terminent des aliquotes pareilles de tous les 
termes de :ces deux fuites, dont l'origine fixe eft toijours 
au point À. 


Car foit pour fixer les idées l'arc 4 D—+d ; il eft clair 
que lac ADE— — , l'arc ADEF— =, l'arc 





r d 2 . 

ADEFG=#%, ac ADEF GH= #%, qui font 
les 5 parties ou les aliquotes pareilles des cinq premiers 
termes de la premiere fuite. Or fi l’on divife tel autre de 
fes termes qu'on voudra par $, 1l eft vifible que le quotient 
renferme au jufte un certain nombre de ‘fois la circonfé- 


rence entiere plus une des cinq fractions précédentes. Donc 


puifque la corde qui termine un arc, dont l'origine eft en 


A, eft la même que celle quitermine cet arc plusla cir- 


conférence répétée autant de fois qu’on veut, il s'enfuit que 


les cordesBD,BE,BF, BG, BH, terminent les cin- 


quiémes parties de tous les termes de la premiere fuite. On 


rouvera de la même maniere que les arcs 4H, AHG, 
AHGF,AHGFE, AHGFED font les cinquiémes 
parties des cinq premiers termes de [a feconde fuite, & 
qu'ainfilles cordesB H, BGÇ,BF,BE, BD, terminent 


les cinquiémes parties de tous lestermes de la feconde fuite. 


Maisileft vifible que cette démonftration fe peut appliquer 


à telle autre aliquote qu'on voudra de l'arc 4 R. Donc &c. 


De R il fuit que fi l'on réünit les deux fuites précé- 
dentes en une feule d,c=d, 26 d, 302 d &c;les deux 


cordes voifines de part & d'autre de fa plus grande où 
“premiere BD qui termine laliquote 4 D de larc ZR 


moindre que la demi-circonférence , termineront des 
aliquotes pareilles du fecond terme «4 de la fuite; 
que les deux cordes voilines de celle-ci termineront des 
aliquotes pareilles du troifiéme terme 262 d de la fuites 
& ainfi à l'infini de deux en deux jufqw'aux dernieres 
lorfque laliquote eft impaire, & jufqu’à la derniere lorf. 
quelle eft paire. Ainfi lorfque l'arc 4AD—+/4R; les 
cordes BE, BE, teuminent des deux arçs ADE, 4H, 
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cinquiémes parties du fecond terme cd de la fuite, 
ceft-à-dire, de la circonférence plus l'arc ZR, & de la 
circonférence moins cet arc ; les deux cordes BF, BG, 
voifines de celles-ci termineront deux arcs ADEF, 


AHG , qui font les cinquiémes parties du trôifiéme. 


terme 26 d de Îla fuite : & de même lorfque AD 
— >; AR; les deux cordes BE, BK, voifines de part & 
d'autre de la pfemiere ou ‘plus grande BD terminent 
les deux arcs ADE, AK, qui font les fixiémes parties 
du fecond terme c  d; les deux cordes, BF, B H, voi- 
fines de ces deux- ci terminent les deux arcs ADEF, 
AKH , fixiémes parties du troifiéme terme 264 ; & 
enfin la derniere corde BG termine les deux arcs 
ADEFG, AKHG, fixiémes parties du quatriéme ter- 
metz ca. 

On entend dans les remarques fuivantes par cordes im- 
paires , celles qui étanr prifes de part & d'autre de la pre- 
micre ou plus grande B D, fe trouvent dans les lieux 
impairs à commencer par cette plus grande ; & par cor- 
des paires , celles qui étant prifes de part & d'autre de Îa 
même BD ,fe trouvent dans les lieux pairs. Ainfi lorf- 


que AD —+AR; les cordes BD, BF, BG, font des: 


cordes impaires, & les cordes BE , BH, des cordes 

aires: & de même lorfque l'arc 4 D =—+ AR ; les cordes 
BD,BF,BH,font des cordes impaires, & les cordes 
BE, BK, BG, font des cordes paires, 


REMARQUE IL 


‘449.9, l'arc 4D eft une aliquote quelconque de Frc. 274; 
l'arc À R moindre que. la demi - circonférence 4R B; © 274. 


& qu'ayant infcrit dans le cercle à commencer par le 

point D, un poligone DEFGH &c. d'un pareil nom- 

bre de côtés, on tire de l’extremité B du diametre 4B 

aux angles du poligone les cordes BD, BE, BF,BG, 

BH &c : je dis que les cordes impaires lorfque Farc 

AD eft une aliquote impaire de l'arc À R. & leurs quas- 
| | Gegi 
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rés lorfqu il en eft une aliquote paire, expriment les rai 
cines vraies de l'égalité qu’on trouve en égalant à la gran- 
deur pofitive +4, le rang parallele de la Table, dont 


l'expofant fupaile d'une unité le nombre des côtés du 


poligone ; & que les cordes paires dans le premier cas, 
& leurs quarrés dans le fecond, expriment les racines 
vraies de l’autre égalité qu'on trouve €gn égalant à la 
grandeur négative — #4, le même rang parallele de Ia 
L'able, | 


Soit, par exemple ; l'arc AD —+24R ; je dis que les 
cordes impaires BD, BF, BG, font les racines vraies 
de l'égalité x°— 5 x°4+5 x 4, & que les cordes paires 
BE, BH, font les racines vraies de l’autre: égalité 
x5— 5x +çsx——". Silarc AD —=ZAR iles quat: 
rés des cordes impaires BD, BF, BH, feront lesracines 


vraies de l'égalité x5—6xf+9xx—2—4, & les quar- 


rés des cordes paires BE, BK, BG, feront les racines 
vraies de l’autre égalitéx—6 xŸ+9xx—2—=—4. 

Car fi l’on propofe de divifer la circonférence entiere 
répétée un certain nombre de fois plus ou moins l'arc 


AR, en parties égales dont la premiere foit moindre 


que la demi- circonférence, il eft clair felon l'article 
444 qu'on formera la même Table que pour la divifion 
de l'arc ZR : en obfervant que les cordes doivent chan- 
ger néceffairement une fois de figne (avant que d'arriver 
à la derniere Z R) lorfque la circonférence n'eft répétée 
qu'une fois, parce que l'origine commune Z de toutes 
fe trouve fur l’une des parties égales; que les cordes doi- 
vént changer deux fois de fignes , lorfque la circonfé- 
rence eft répétée deux fois, parce que l'origine B fe 
trouve néceflairement fur deux parties égales ; qu'elles 
doivent changer trois fois , lorfque la circonférence eft ré- 
pétée trois fois, parce que l'origine B fe trouve fur trois 
parties égales ; & ainfi de fuite. La corde BR fera donc 
pofitive lorfqu’il s’agit de divifer en parties égales l'arc 4R 
& la circonférence répétée un nombre pair de fois plus 
ou moins l'arc AR ; & négative lorfque la circonféren: 


. OV TT ME UT 
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ce eft répétée un nombre impair de fois : c’eft-à-dire , que 
dans le premier cas on doit égaler le rang parallele de 
la Table à [a grandeur pofitive +7. Et par conféquent 
les cordes impaires ou leurs quarrés feront les racines 
vraies de l’autre égalité dont l’un des membres eft —%. 


Ce qu'il falloit, Ec. 


RE M AR Qu E III. 


A5o: Lire mêmes chofes étant pofées , fi l’arc AD 
eft une aliquote impaire de l'arc 4 R; il eft clair par l'inf- 
peétion de la Table, que tous les termes pairs , c’eft-à- 
dire, le deuxiéme , quatrième, fixiéme, &c. excepté le 
dernier terme z, manquent toûüjours dans les deux éga- 
lités quon trouve felon la remarque précédente. Or 
l’on fçait en Algebre, qu'en changeant de fignes les rermes 


pairs d’une égalité, on ne fait qu'en changer les racines 


vraies en faufles & les fauffes en vraies. D'où il fuit que 
les cordes paires qui font des racines vraies de l'égalité 
dont l’un des membres eft — #, deviendront des racines 
faufles de l’autre égalité dont l’un des membres eft +. 
Par exemple , fi l'arc AD —-+ AR; les cordes impaires 
BD ,BF, BG, feront les racines vraies de l'égalité 
XV sx HS x—4, & les cordes paires BE, BH, en 
{feront les racines faufles, 


On peut tirer de ces deux dernieres Remarques plu- 
fieurs ‘L'heorèmes la plüpart entierement nouveaux, tou- 
chant l'infcriprion des poligones réguliers ; fi l'on fait at- 
tention que la grandeur connuë du fecond terme d’une 
égalité renferme la fomme de fes racines , que celle du 
troifiéme terme renferme la fomme des plans alternatifs 
de fes racines, que celle du quartriéme terme renferme la 
fomme des folides alternatifs &c, & enfin que le dernier 
terne eft égal au produit de toutes les racines les unes 
par les autres. J'en mettrai ici quatre des principaux, 
après avoir fait la Remarque fuivante qui peut être de 
quelque utilité, 
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REMARQUÉ; ENV: 


4ST:. L Es mêmes chofes étant pofées que dans la Re: 
marque précédente, où l’on veut que l'aliquote 4D de 
l’arc 4R foit impaire ; je dis qu'entre les cordes ren- 
fermées dans la demi-circonférence A4RB qui contient 
l'arc ZR, la derniere ou plus petite BF foûtend un arc 
B F qui eft à l'arc BR, en même raifon que l'arc 4 Dà 
arc: 4° R: 

Car foit l'arc D Ia cinquiéme partie de l'arc 4R,; 
& par conféquent l'arc DE la cinquiéme partie de [a 
circonférence ; il eft clair que la demi - circonférence 
ÆRB contiendra deux fois & demie l'arc DE, c'eft-à= 
dire, deux fois l’arc D E ou bien l'arc DE F plus la cin- 
quiéme partie de la demi - circonférence, Donc l'arc 
AD plus l'arc BF vaut la cinquiéme partie de la demi- 
circonférence ZR B. Donc puifque À D eftla cinquième 
partie de l'arc ÆR, ils’enfuit que B F fera auffi la cin: 

uiéme partie de l'arc B R complément à deux droits 
de l'arc 4 R. Mais ce que l’on vient de démontrer fub- 
filte avec la même force, foit que l'arc 4D foit la cin- 
quiéme partie de l'arc ÆR, ou bien une autre aliquote 
quelconque impaire. On a donc eu raifon de dire en gé- 
néral &c. A rpe R | 

De (à on voit que fi l’on nomme £ la corde BR d'un 
arc quelconque B R moindre que la demi - circonféren- 
ce, dont le rayon eft r ; & que l’on forme une égalité 
dont l’un des membres foit #, & l’autre le rang-parällele 
de la Table qui furpañle d’une unité le nombre des par- 
ties égales dans lefquelles l'arc BR doit être divité : cette 
égalité aura pour l’une de fes racines la corde BF de la 
premiere de fesparties, & par conféquent pour une autre 
de fes racines, la corde B G de la premiere d’un pareil 
nombre de parties égales de l'arc B 4R complément à 
quatre droits de l'arc BR de on 


_ 
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45 2. S; l'on infcrit au dedans d'un cercle un poligone re- Kic. 2713 


gulier quelconque DEF GH &c. d’un nombre impair de co- 
tes ; € qu'on tire d'un point quelconque B de l4 circonférence à 
tous les angles du poligone des cordes BD, BE, BF,BG, 
BH ,&c: je dis, | 

10, Que la fomme des cordes impaires BD ,BF,BG &c,; 
a commencer par la plus grande B D. fera toñjours égale à Le 
femme des cordes paires BE, BH &c ; c'eff-à-dire, que læ 
plus petite code BE— BE+BD—BH+BG&c—o. 

Car menant le diametre B 4, & prenant l'arc 4 R qui 
contienne l'arc À D autant de fois que le poligone a de 
côtés , il eft clair, comme l’on vient de voir, que fi l'on 
nomme la corde BR, z; &lerayon Cou CB; 71; les 
cordes impaires BD, BF, BG &c, feront les racines 
vraies, & les cordes paires BE, BH @c, les racines 
fauffes de l'égalité qui a pour l'un de fes membres + %. 
. Orpuifquele fecond terme, quifelon ce qu'on démontre 
en Algebre contient la fomme des racines, manque toû- 
jours dans cetté égalité; il s'enfuit &c. 

20, Que fi l'on mene le diametre BA, € qu'ayant pris l'arc 
AR gui contienne l'arc À D autant de fois que le poliçone 4 
de côtés 3 on tire La corde B KR : le produit BD x BExBF% 
BGXxB H &c de toutes les cordes BD’ BE,BF,BG, 
BH &c /e; unes par les autres, [era tohjours égal au produis 
de la corde BR par une puiflance du rayon C À qui ait pour 
expofant le nombre des cordes — 1, | 

Car ce dernier produit vaut le membre z ; puifque 
BR—2, & qu'on prend dans la Table pour l'unité le 
rayon C À. Or comme leterme # eft toujours le dernier 
terme de l'égalité qui a pour fes racines toutes les cordes 
BD,BE,BF,BG, BHérc, & que le dernier terme 
d'une égalité contient toûjours felon ce qu'on démontre. 
en Algebre, le produit de toutes fes racines : ils’enfuit &c. 
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THEORESME TI. 


453-S: lon divife ane demie circonférence À E Ben 


nombre quelconque impair de parties égales; dont les deux 
premieres foient l'arc À Ë, les quatre premieres l'arc AEF, 
G* ainfi de fuitel de deux en deux .jufqu'à la derniere ; @ 
quon tire les cordes BE, BF &c: je dis, | 

10. Que la premiere de ces cordes BE, moins la feconde 
BF, plas la troifiéme, moins la quatrième rc. jufqu'à la 
derniere inclufivement , eff tohjours égale au rayon. 

2°, Que leproduit BEx BK &c. de toutes les cordes les unes 
par les autres ; eff égal à une puiflance convenable du rayon. 
ÆAinfi dans cet exemple où le nombre des divifions eff s , @ où 
il ny a par conféquent que, deux cordes BE, BEF ; on aura 


10,BE=—BF—CA, 20 BExBF—CA . 

Car infcrivant dans le cercle entier le poligone régu< 
hier EFGH dont le nombre des côtés foit égal aunom- 
bre des divifions à commencer par le point À ; & tirant 
de lautre extremité B du diametre 4B à tous les an- 
gles de ce poligone des cordes BD, BE, BH,BF, 
BG, éc;ileft clair 1°. Que la plus grande de ces cor- 
des B D eft égale au diametre B 4, & qu'ainfi l'arc 4 D 
étant nul ou zero, l'arc ZR le fera aufli; d’où l’on voit 
que la corde BR fera aufli égale au diametre B 4 2°. 
Que les cordes BE, BH,BF, BG, @rc, étant prifes 
deux à deux font égales entr'elles. Or cela pofé, fi l’on 
applique le Theorême précédent à ce cas particulier om 
en verra naître celui-ci. Donc &c. 


THEORESME TII. 


454 + lon inftrit au dedans d'un cercle un poligone ré 
gulier quelconque DEF GH K &c, dont le nombre des côtés 
foit pair ; @ que d'un point quelconque B de La cérconferen- 
ce, on tire.à tous les angles de ce poligone des cordes BD,,.B E; 
BF, BG, BH, BK &c:je ds, | 

1°. Que la fomme tant des quarrés des cordes impaires BD: 
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BF,BH, guedes cordespaires BE ,BG,BK , cf égale an 
quarré du rayon CB pris autant de fois que le poligone a de 
côtés. | 
Car menant le diametre B 4, & prenant l'arc AR 
qui contienne l'arc À D autant de fois que le poligone a 
de côtés; il eft clair * qu'en nommant la corde BR ,4; 
& le rayon CA, ou CB, 1; les quarrés des cordes im- 
pures BD;BF, BH erc. feront les racines vraies de 
‘égalité dont l’un des membres eft + +; & que les quar- 
tés des cordes paires BE, BK, BG de, feront les ra- 
cines vraies de l’autre égalité dont l’un des membres eft 
— 4, Or Île coëficient du fecond terme de chacune de 
ces deux égalités qui contient la fomme de leurs racines, 
eft toûjours égal au quarré du rayon pris autant de fois 
que le poligone a de côtés, comme l’on voit dans la T'a- 
ble. Donc &c. | | | 


2°. Que fi l'on mene le diametre B À ; € qu'ayant pris l'arc 
AR gui contienne autant de fois l'arc À D que le poligone # 


de côtés ,ontire la corde B KR : leproduit BD <BE x BH &c. 
des quarrés des cordes impaires , ef? égal au produit de 
B A BR par une puiflance convenable du rayon ; [cavoir 
BA+BR Zorfque le nombre des côtés du poligone eff fimple- 
nent pair, G& BA—BR Lorfqu'il eff pairement pair, 


, he CE pe om 
c'eff-à-dire, divifible par 4; € leproduit BE x BG x BK &c. 
des cordes paires , eff égal au produit de B A+ BK par la 
snèmepuifflance du raÿon, [avoir BA— BR dans le premier 
cas GBA+ BR dans le fecond. x 


Car nommant BR, 4; & le rayon CA, r ;il ef clair 
que les quarrés des cordes impaires BD, BF, BH &re, 
font les racines d’une égalité qui a toûjours pout dernier 
wimez 2, ceftà-dire, B AZ BR; & de plus que les 
quarrés des cordes paires BR, BG, BK, ét, font les 
racines de l'autre égalité qui atoûjours pour dernier terme 
2#+4,ceftà-dire, B 4+BR. Or comme le dernier ter- 
me d'une égalité contient toûjours le produit de toutes fes 
sacines., il s'enfuit &c: 

| | | Hhh 1 
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| | CE OR O.L'L' AI R'E: 
45 5: 1) E- L A il eft évident 1°. Que la fomme des quar: 


rés de toutes les cordes tant paires qu'impaires , eft égal au 


quatré du rayon multiplié par le double du nombre des 





côtés du poligone , c'eft-à- dire ici, que BF+BE 
on BD PROS b H +B GES 12 CA. 20e Que la dif- 
férence des quarrés des cordes impaires avec les quatrés 
des cordes paires, eft toûüjours égale à zero, c’eft-à-dire, 
que BF—BE+BD—BK +BH —BG—0. 3 
Que le produit des quarrés des cordes impaires plus celui 
des quarrés des cordes paires eft égal au quadruple d'une 


puiflance pareille du rayon ; c'eft-à-dire , que BF x B D 
kBH+BE xBK xBG—4C A .4. Quela différence 
de ces deux produits eft-égale au double de la corde BR 
multipliée par une puiffance convenable du rayon ; en ob- 
fervant que le produit du quarré des cordes impaires fur- 
pafle celui dés quarrés des cordes paires, lorfque le nom- 
bre des côtés du poligone eft fimplement pair, & au con- 
traire qu'il eft moindre, lorfqu'il eft pairement pair : c'eit- 
à-dire ici, que BFx BD x BH —BE x BK xBG 
— 1 BRxC A’. 5°. Que le produit des quarrés de tottes 
les cordes tant paires qu'impaires les uns par les autres fe- 
ra toûjours égal au produit, de BA—BR —B A B:R 
aBA+BR= A R à caufe de l'angle droit ARB , par 
une puiffance Cofñvenable du rayon : c'eft-à-dire , en ex- 
trayant de part & d'autre les racines quarrées que le pro- 
duit de toutes les cordes eft égal au produit de la corde 
A R par une puiffance: du rayon moindre d’une unité que 
de nombre des cordes ; parexempleici, BFxBExBD 
xBKxBHxBG—AR%xC A. Fo 

| THEORESME IV. 
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nombre quelconque pair de parties égales, doni la premiere [oit 
l'arc A D , les trois premieres l'arc ADE, Les cinq premieres 
l’'ar AD E F, € ainfi de fuite de deux en deux ju[qu'a la der- 
aiere ; Grquontire les cordes BD, BE, BF &c +76 dis, 

10, Que la fomme des quarrés de ces cordes eff égale au 
quarré du rayon pris autant de fois qu'il y « de divifio Fons C: ef 


a-dire été, où le nombre des divifions eff 6, que BD D BE 


+BF —6CA. 
. 20, Que le produit des quarrés de ces D ries les uns par les 
autres sQuaut le double de La pans convenable du rayon. 


Ainfi BD *BE XBF— — C2 ao @ par conféquent BD 
KBExBF—CA x V2. 

” Carinfcrivant dans le cercle entier un poligone régulier 
DEFGHK, dont le nombre des côtés foit égal au 
nombre dés divilions , à commencer par la premiere D ; 
& tirant de l’extremité B du diametre AB, à tous les an- 
gles de ce poligone, des cordes BD, BK, 314 Eagle 6 Pr 
BF, BG:il eft clair que les cordes B D, BK,BE,BH, 
BF, BG, érc. étant prifes deux à deux Pon égales entr'el- 
les ; & partant que fi l’on applique les articlès premier & troi- 
fiéme du Corollaire précédent à ce cas particulier, on en 
verra naître ce lheorême. 








ÉXEMPLE XIE 


457» Ï NSCRIRE dans un cercle donné , un poli- Fi1G. 275. 
gone régulier quelconque , dont lé nombre des côtés foit 
donné. 

On peut regarder ce Problème, comme n'étant qu'un 
cas particulier de l’Exemple précédent. Car fi l’on fup- 
pofe que la corde B R devienne nulle ou zero, il s’en- 
fuit que l'arc AR qu'elle termine deviendra la demie 
circonférence. Or fil'on propofe de divifer la circonfé- 
rence entiere en un nombre quelconque de parties Ééga- 
les; il eft évident qu'en divifant la demie D eoterence 
-dans ce même nombre, & prenant la feconde corde au 


Hhh ii) 
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lieu de la premiere, elle terminera la premiere des parties 
demandées. Par exemple , fi l'on divife là demie circon- 
férence 4 DB en fept parties égales AD, DE,EF,FG, 
GH, HI, IB; la feconde corde B E terminera l'arc AE 
qui eft la feptiéme partie de la circonférence entiere. D'où 
l’on voit qu'en égalant à zero le rang parallele de la Ta- 
ble qui furpafle d'une unité le nombre des côtés du po- 
ligone, on formera une égalité dont la plus grande des 
racines x exprimera dla valeur de la corde BD qui ter- 
mine l'arc 4 D moitié de l'arc cherché 4E. Mais CB 
(1). BD(x):: BD(x).BE + B 4, & par conféquent 
fi l'on nomme la feconde corde BE, x; on aura x x— 
x,+ 2. Si donc l’on fait évanouir par le moyen de cette 
égalité l'inconnuë x dans la précédente, on en formera 
une nouvelle dont la plus grande racine x exprimera la 
corde BE qui termine l'arc cherché 4E. Aiïnfi dans 
notre exemple, en égalant à zero le huitiéme rang pa- 
rallele & divifant par x, je trouve cette égalité x° — 7 xf 
+ 14% x —7—0o, dans laquelle mettant à la place de 
x x fa valeur x+ 2, à la place de xfle quarré de cette 
valeur &c. je la change en cette autre x°—2xx—2x 
+ 1 —0, dont la plus grande des racines x exprime la 
valeur de la corde B E qui termine l'arc 4 E feptiéme 
partie de la circonférence entiere. 


Voici maintenant une maniere generale de trouver 
immédiatement toutes ces égalités , lorfque le nombre 
des côtés du poligone eft impair qui eft le feul cas ne- 
ceffaire ; puifque s'il étoit pair , on le réduiroit toûjours 
en le divifant par 2, autant de fois qu'il feroit pofhble, 
en un nombre impair dans lequel ayant partage la cir- 
conférence, on auroït par la bife&tion d’une des parties 
égales , réiterée autant qu'il feroit neceéffaire , l'arc qu'on 
demande. 

Soit conftruite une Table dans laquelle le premier 
sang paraîlele étant x , & le fecond x— r ; le troifiéme 
&%-r x —1 foit égal au produit du fecond par x, moins le 
premier ; le quatriéme x; —xx—2x-+ 1 foit égal au pra- 
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duit ‘du troifiéme par x , moins le fecond; & ainfià l'in- 
fini. Soit formée une égalité dont l’un des membres étant 
zero , l’autre foit le rang parallele de la Table , qui ait 
pour expofant la plus grande moitié du nombre des co- 
tés du poligone. Je dis que la plus grande des racines x de 
cette égalité, terminera un arc qui aura pour corde le 
çôté cherché du poligone. 


CIE Table pour l'infcription des poligones 
2C|X —1 réguliers dans le cercle. © 
3° [AXTX — I 


AE RÉ ERAE ZA RIT 

SAR A2 2 D | 

EL ri 4H XIE 34 — I 

7 RÉ 2 —SRÎHALSE O2L 3X IT 

BC | 27 —2$— Or HS RÎHIOZ— EX AR HT 
DR 2 TR HORS SR —I OZ —TOZR HE 42 HI 


10 | 29 —28—8 2772042 124$ — I SA 207 HI OLA S A— 1 


Qu'il faille , par exemple, infcrire dans un cercle un 
heptagone. Je prends le quatriéme rang parallele de la 
Table, parce que 4 eft la plus grande moitié de 7, & l'é- 


galant à zero j'ai 45—2x2x—22z-+1—0, dont la plus 


grande racine z exprimera la valeur de la corde BE’, qui: 


termine l'arc AE feptiéme partie de la circonférence en-- 


tiere. Pour le prouver : | 
Soit un arc de cercle À R'moindre que la: demie cit- 
conférence divifé en un nombre quelconque impair, de 


parties égales aux points D, E, F, G:, rc: & fotent me-- 


. nées de l’extremité B du diametre B.À., les cordes BD. 
BE, BF, BG, @c, jufquà laderniere BR. Ayant pris 
Parc ÀS égal à l'arc AD, foit tirée la corde BS, & 
foient nommées la premiere corde B D: ou: BS:, x 5 & 


la feconde BE, x.. Cela pofé, on aura felon le Lemme: 


CB(1) BE(x)::BD(x) BÆ+BS. Et par confé- 
quent BF—xx—x;de mème CB(1) BE(x)::BEF. 


B D+ BH, Et par conféquent BH=xB F— BD ; de: 


F1G.. 275: 
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même encore CB(1} BE (x):: BH. BF+BR;& 
partant BR—x B H—B F: c’eft-à-dire, que la cinquié: 
me corde BH eft égale au produit de la troifiéme B F pat 
zx, moins la premiere B D ; que la fepriéme B R eft égale 
au produit de la cinquiéme B H par x, moins la troifiéme 


-B F'; & ainf à l'infini de toutes les cordes impaires. D'où 


l’on voit que fi lon conftruit une Table dont le premier 
rang étant x, &le fecond xz— x;le troifiémex xx—x2 


— x foit égal au produit du fecond par x, moins le -pre- 


miet ; le quatriéme xx°—x2z—2x2-+ 1,.foit égal. au 
produit du troifiéme par z moins le feçond; & ainfi à 
l'infini: les rangs de cette T'able exprimeront par ordre 
toutes les cordes impaires BD,BF,BH,BR, de l'arc 
AR. Or les rangs de cette Tl'able n'étant autres que ceux 
de la précédente multipliés chacun par x , 1l° s'enfuit 
quen fuppofant que la derniere corde BK devienne 
nulle ou zero ( ce qui arrive lorfque l'arc ÆÂR devient la 
demie circonférence ) & faifant ce quon vient de pref- 
crie, on aura une égalité dont l'inconnuë x exprimera 
la feconde corde B E qui termine l'arc 4 E qui eft con- 
tenu autant de fois dans la circonférence entiere , que 
l'arc 4 D qui en eft [a moitié , left dans la demie cir- 
conférence. | F'nex 


Il faut remarquer 1°. Que les égalités qu'on trouve 
de cette maniere font les plus fimples qu'il eft poflible, 
lorfque le nombre des côtés du poligone eft un nombre 
premier : mais que lorfqu'ikeft compofé de deux ou de 
plufieurs nombres premiers, il faudra divifer d'abord Îa 
circonférence entiere en autant de parties égales que 
le plus grand de ces nombres a d'unités , & enfuite une 
de ces parties en autant de parties égales .que l’un des 
nombres reftans a d'unités, & continuer jufquà ce que 
tous les nombres premiers qui compofent le nombre 
donné des côtés du poligone foient épuifés. 2°. Qu’en- 
tre les cordes qui partent du point B, & qui font ren- 
fermées dans la demie circonférence 4E B ; les impai- 
Fes à commencer par la plus grande BE font les racines 

| | Vrales 
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vraies, & les paires les faufles des égalités qu’on trouve 
par cette méthode : ainfi les cordes BE, BIT, font les 
deux racines vraies de l'égalité 25—xx— 2 +10, & 
la corde B G en eft la faufle. 3°. Qu'’entre les racines de 
ces fortes d’égalités, la plus petite eft la corde d’un arc 
qui eft la moitié de celui qu’on cherche: c’eft-à-dire , dans 
cet exemple, que la plus petite racine BI de l'égalité 
2°—xx—2% +10, eft la corde d’un arc BI qui eft la 
quatorziéme partie de la circonférence. 


REMARQUE. 


45%. Ï L eft vifible dans cette derniere Table; que 
tous les termes du premier & du fecond rang perpendicu- 
laire ont chacun pour coëficient l'unité; que ceux du 
troifiéme & du quatriéme rang ont pour coëficiens Îles 
nombres naturels 1, 2,3 ,4, &c. qui fe forment par l’ad- 
dition continuelle des unitéss que ceux du cinquiéme & du 
fixéme rang ont pour. coëficiens les nombres triangulaires 
1,3, 6,10 &c qui fe forment par l'addition continuelle 
des nombres naturels; que ceux du feptiéme & du huitiéme 
rang ont pour coëficiens lesnombres piramidaux 1, 4, 10 
&c, qui fe forment par l'addition continuelle des triangu- 
laires ; & ainfi à l'infini de deux en deux des nombres 
d'un ordre fupérieur qui fe forment par l'addition çonti- 
nuelle de ceux du dernier ordre, 


LEMME KE 


459: (:, L y «fur un demi cercle AEB deux arcs égaux 
AD,EF, dont l'un A D ait fon commencement en l'une des 
extremités À du diametre AB, €& l'autre EE foit pris par tout 
où l'on voudra; & qu'on tire les cordes BD,BE, BF, € 
AD, AE, AF : je dis 1°. Que ABxBF=BDXxBE 
—ADxAE.2.O01z%eABxAF—BDxAE+ADXxBE. 

Car les trois triangles re&tangles 4D G( le point G 
eft ici le point d'interfeétion des cordes B D,4F) AEB, 


Li1 


L2 
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BFG! font femblables entreux ; puifque l'angle 4 GD 
ou BGF ayant pour mefure la moitié des deux arcs 
BF, AD, eft égal à l'angle BAE quia aufli pour me- 
fure la moitié des deux arcs BF, FE, ou AD. Si donc 
lon nomme le diametre ZB, 1 ; les cordes BD , x; 
AD ,y: BE,v; AE, x; on aurai. BE (v). EA(x):: 
AD (y). DG—#, & partant BG ou BD—D GX 


—1%,20, AB (1). BE(v)::BG(x—%).BF=vx 
— x, c'eft-à-dire ( puifque 4B—1 ) que ABxBE 
—BDxBE— AD x%xA4E. Ce quil falloit démontrer en 


premier lieu. | 
* Maintenant BE (vw). BA(1)::4D (y). AG=%Er 
AB) AE (Ce): G (x— 7). GF=xz—;8& 
partant AG+G EF ou AF—=xx— ne er —XXHUY, 
puifqu'à caufe du triangle reétangle ÂE B on trouve 
1—24x—vv; c'eft-à-dire, que 4F ou ABxkAF—BD 
xAE+ADxB E. Et c'eft ce qui reftoit à démontrer, 


LEMME IL 


460. S O1T formée une Table dans le premier rang pa- 
rallele étant compofée de deux parties x € y, tous les autres 
le foient aufli [elon cette regle; la premiere partie de tel rang 
parallele qu'on voudra , vaut la premiere partie du rang pa- 
rallele qui le précede immédiatement, multipliée par x, moins 
la feconde partie du mème rang muliipliéepar y : @ la feconde 
partie vaut la même premiere partie multipliée par y, plus 
La même [econde muliipliée par x. Soit de plus un arc de cercle 
quelconque À KR moindre que la demie circonférence divi[é en 
autant de parties égales qu'on voudra, aux points D,E,E, 
G, &c. Je dis que fi le diametre AB—:1 , € les deux pre= 
mieres vordes BD =x, À D —y; routes les autres cordes 
BE,BF,BG&c, feront exprimées par les premieres parties 
du deuxiéme, iroillème, quatrième, °c. rang parallele, € 
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es autres cordes correfvondantes AE, AF , AG, &c, par 
les fecondes parties des mèmes rangs. Ainft BG étant la qua- 
triéme corde , vaut la premiere partie X*—6y yxx+ y due 
Quatriéme rang parallele, € [a correfpondante À G vaut la 
feconde partie 4 y x°— 4 y°x du mème Ang. 


# 7 







€ 

ps CL RS 4 4 2% 

3° [x — 3yyx « 3Y AE JŸ 

A xt Gyyxx 7 AY — 433% 

Sr —10yyx IE fx S24—10y3%47e ÿŸ 
6° CDS TOTP LENS LYS SE Le 6y%5 —2073+ 5 + 67° x 


272 1x) +3 sy x — 76% DE 35) 3 tpa1yS xxx 7 


Car left clair, felon le Lemme précédent, que le pro- 
duit d’une corde quelconque B F par la premiere corde B D 
(x), moins le produit de la corde correfpondante 4F, 
par l’autre premiere corde AD (y) exprime la valeur de la 
corde BG qui fuit immédiatement BF ; & aufli que Ia 
corde 4 G vaut BFx4 D(y)+4FxB D (x). Donc &c. 


GO RO ET AIR 7) 


461. S 1 l'on ajoûte enfemble les deux parties de cha: 
que rang parallele de la Table précédente, en mettant 
par ordre tous les termes qui les compofent felon les 
différens degrés des-puiflances de x ; on formera cette 
nouvelle Table qui contiendra par ordre les termes de 
toutes les puiffances du binome x + y en  obfervant 
que le premier & le fecond terme doivent ètre pris af 
mativement, le troifiéme & le quatriéme négativement, 
& ainfi alternativement de deux en deux jufqu'au der- 
nier. Ainfi le troiliéme rang parallele contiendra 
x'+3yxx—3yyx—)3; 0ceft-à-dire, le cube du binome 
x+y, dont on prend les deux premiers termes afhr- 
mativement , & les deux derniers négativement : de mé- 
me le cinquiéme rang parallele contiendra x°+57x 
10YY AN p1OY «Ke 5 Y°x-L#°, qui Cf FR 'RAMER 
11 1] 
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puiffance du binome x-+y, dont le premiet &c le fecond 
terme font pris afhrmativement, le troifiéme & le quatrié- 
me négativement, le cinquiéme & le fixiéme afhrmative: 
ment; & il en eft ainfi de tous les autres rangs à l'infini. 


LS er 4 

2° | XX+2yx — 7 

3° | x5+3yxx— 3YyX — 7° 

Ac] xt+4yx5 — 6yyxx— 4ÿX he y) 

| x -5SyxT—10yyx—10y3xx+ SYÎx = 5 

EC | x0+Gyx —15yyx—20p5 x Sytxxe OYx — ÿ° 
7x7 47yx 0 1yyxs —3 5p 23 5x 219 xx —7ÿ 5x7 


Car fi l’on fait attention à la maniere. dont [a Table 
précédente eft formée, on verra que tous les termes de 
chacun de fes rangs paralleles font formés par ceux du 
rang parallele qui le précéde, multipliés par x & par y, 
& joints par des fignes + & —, en telle forte que les 
termes des deux parties qui compofent chaque rang, 
étant mis par ordre , felon les différens degrés de l'incon- 
nuë x, il y a de fuite deux fignes + , & après deux fi: 
gnes —; & ainfi alternativement jufqu'au dernier. 


REMARQUE. 


462.f, cft vifible dans cette derniere Table ; que 
tous Îles termes du premier rang perpendiculaire , ont 
chacun pour coëficient l'unité , que ceux du fecond rang 
ont pour coëficiens les nombres naturels 1, 2, 3,4,&c, 
qui fe forment par laddition continuelle des unités: 
que ceux dutroïfiéme rang ont pour coëficiens les nom- 
Dres triangulaires 5 , 3, 6 , 10, &c. qui fe forment par 
l'addition continuelle des nombres naturels ; que ceux 
du quatriéme rang ont pour coëficiens les nombres pi- 
ramidaux 1,4, 10, 20, &cC, qui fe forment par l'addition 
continuelle des triangulaires ; & ainfi à l'infini de rang 
en rang en ayançant vers la droite , les nombres d'un 
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ordre fupérieur, fe forment par l'addition continuelle de 
ceux de l'ordre immédiatement précédent. 


ESXSE MP LE NT 
463. U: arc de cercle ÀR étant donné ; le divifer Frc. 278. 


en autant de parties égales qu'on voudra , aux points 
D,E,F, G érc; par une méthode différente de celle de 


l'exemple dixiéme. 


Ayant nommé le diametre 4 B, 1 ; les cordes don- 
nées BR ;, 45 AR, b; qui terminent l'arc donné AR; 
& les cordes inconnuës BD, x; AD, ÿ 5 qui terminent 
l'arc cherché AD ; on élevera le binome x+y à une 
puiffance dont l’expofant foit égal au nombre des divi- 
fions. On formera deux égalités, dont la premiere aura 
pour l’un de fes membres la donnée z, & pour l’autre 
tous les termes impairs de la puifflance de x+7y, joints 
par des. fignes -+ & — alternatifs ; & la feconde aura 
pour l’un de fes membres la donnée £ , & pour l'autre 
tous les autres termes de la même puiflance du binome 
x +, Joints encore enfemble par des fignes alternatifs 
+ & —. On fera évanouïr l’une ou l’autre des incon- 
nuës x ou y, par le moyen de l'égalité x x = 1 — yy ou 
YY—=1—xx, qui fe tire du triangle 4 DB rettangle en 
D : ce qui donnera enfin une derniere égalité où il n’y 
aura qu'une feule inconnuë x ou y, dont la réfolution 
fournira la valeur de cette inconnuë B D ou 4 D qui 
termine l'arc cherché 4 D. 


. Qu'il faille, par exemple, divifer l'arc cherché 4R 
en fept parties égales aux points DE, F)GEIE 
Je prends la fepriéme puiflance #7+7yx9+ 21yyx 
+35# x +3sy x +21 xx+7yx+y du binome 
x+y, de laquelle je forme les deux égalités 4=— x7 
— 21/0) +35 y} 4 —70x, & b—7yx—35y x t21yS xx 
—y7. Ét faifant évanouïr dans la premiere de ces deux 
égalités linconnuë y , ou dans la feconde l’inconnuë x, 
par le moyen de l'égalité yy=3—xxouxx—1r—y7y, 
Lis ig 
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je forme l’une de ces deux nouvelles égalités 4=— 64 x7 
—112N)+56%/—7Xx Où b—7y—5$6y +112 —64y?, 
qui ne renferme plus qu'une feule inconnuë, & dont la ré- 
folation qui fe fera felon les regles du Livre précédent, 
fournira pour l’une de fes racines x ou y, une valeur B D 
ou AD qui fervira à déterminer la premiere des parties 
égales demandées. Tout cela eft une fuite, des deux arti- 
cles précédens. | | 

Il eft à remarquer que fi l'arc 4R étoit plus grand 
que la demie circonférence, celle des deux égalités pré- 
cédentes qui a pour l’un de fes membres + 2 fert égale- 
ment fans y rien changer, mais dans l'autre 1l faut chan- 
ger le membre zen —7; dont la raïfon eft que la 
corde B.R(4) paflant de l’autre côté du point B. devient 
négative de politive qu'elle étoit, au lieu que la corde 
AR ne repañlant point de l’autre côté du point À demeu- 
re toujours politive, 

LEMME TI. 

404: @E E dans un quarré quelconque de cellules on 
rempliffe de la lettre a , toutes les cellules du premier rang 
parallele; de la lettre b, toutes les cellules du premier rang 
perpendiculaire > excepté la premiere ; € enfuite toutes les 
autres cellules par le moyen de cette regle ; C'ef à [çavoir 
qu'une cellule doit tonjours être égale à celle qui eff au deffus 


plus à celle qui eff à gauche: de cette forte on aura le quarré 
de cellules qu'on voit ici. Or cela pofé; 


pi / 6. É 
a | 
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a+ 40 | sa4teb|l'1 säi+2ob 
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7 Je dis qu'une cellule quelconque ef égale à la cellule qui el 
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a gauche plus à toutes celles qui font au deffus : c'ef-à-dire, 
par exemple, que la quatrième cellule 4 a+ Gb du troifiéeme 
rang perpendiculaire, ef égale à la cellule a+ 3 b qui eff .a 
gauche, & qui par conféquent ef? la quatriéme du fecond rang 
perpendiculaire, plus à toutes les autres a+2b,a+b,a, 
qui font au deffus d'elle dans ce fecond ranc. 

Car fuppofant que #, c, d, e, expriment les quatre pre- 
mieres cellules du fecond rang perpendiculaire, & 2: f, 
g , h, les quatre premieres du troifiéme rang , on aura par 
la formation du quarré de cellules b=e+g, g—d##f, 
f—=c+a, & partant h—e+d+c+ a; ce quil falloit 
prouver. Or il eft vifible que cette démonftration fe peut 
appliquer à tel nombre de cellules qu'on voudra de deux 
rangs perpendiculaires voifins. Donc. &c. JS 


COROLLAIRE. 


405. PS 1SQUE toutes les cellules excepté celles du 
premier rang parallele & celle du premier rang perpendi- 
culaire, font compofées de deux termes dans le premier 
defquels fe trouve la lettre z, & dans le fecond la lettre 
b; il s'enfuit 1°, Que le terme où fe trouve la lettre +, 
eft égal au terme où fé trouve la même lettre z dans la 
cellule gauche, plus à tous les termes où elle fe rencon- 
tre dans les cellules qui font au-deflus de celle-ci. 2°, Que 
le terme où fe trouve la lettre #, eft égal au terme où fe 
trouve la même lettre # dans la cellule à gauche , plus à 
tous ceux où elle fe trouve dans les cellules. qui font au 
deflus. Ainfi le terme 154 de la cinquiéme cellule du 
quatriéme rang perpendiculaire, eft égal au terme 54 de 
. la cellule à gauche, plus aux termes 44, 34, 24, 14, qui 
fe trouvent dans les cellules qui font au deflus de celle-ci ; 
& de même 204 eft égal au terme 106 de la cellule à 
gauche, plus aux termes 64, 36, 14, de toutes les cellu- 
les qui font au deflus. 


Lé 


mm RES 
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BE: M:M:E: ET. 


466. S 1 l'on multiplie le terme où [e trouve la letirea dans 
une cellule quelconque, par la fomme des cxpofans de [on rang 
parallele çr de fon rang perpendiculaire moins 2,6 qu'on divife 
le produit par l'expofant de fon rang perpendiculaire moins x 5je 
dis que le quotient fera égal à ce terme plus à tous ceux qui font 
au deflus de lui: c'eft-a-dire, par exemple, que ft l'on multiplie 
leterme 15 a de la cinquiéme cellule du quatriéme rang per- 
pendiculaire par $+4—2—=7 ;,€@ qu'on divife le produit par 
4— 13 ; le quotient 35 à [era égalau terme 15 a plus à tous 
les autres 10a, Ga ,3a,3a, qui font au deffus de lus. 


Cela eft vifible dans toutes les cellules du deuxiéme 
rang perpendiculaire , puifqu’elles contiennent toutes Île 
même terme 14. Or je vais démontrer que fuppofé que 
cette proprieté fe rencontre dans un rang perpendiculaire 
quelconque , elle fe trouve nécefflairement dans celui qui 
eft à droit ; d’où il fuivra que puifqu'elle fe trouve dans 
le deuxiéme rang perpendiculaire, elle fera aufli dans le 
troifiéme , que puifqu'elle fe rencontre dans le troifiéme , 
elle fera aufli dans le quatriéme, & ainfi de fuite à l'infini. 
Pour le prouver, 


Soient #4, c, d; e,: f @c, autant de termes quon 
voudra de ceux où fe trouve la lettre z, dans un rang 
perpendiculaire quelconque à commencer par le pre- 
miers 4, g, b, &, l, @re un pareil nombre de termes du 
rang qui eft à droit à commencer aufli par le premier. 
Soit de plus # égale à la fomme des expofans moins 
2 des rangs perpendiculaire & parallele de la cellule 
où fe trouve le terme f ; & 7 égale à l'expofant moins 1 
du rang perpendiculaire de cette cellule. Par la fuppo- 


. —1 
fition Tf—=f+e+dæ+c+a=*], —— 6 = 6+d 


Mm— 2 M — 3 








d—d+ cC+a—h, CC + A 
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A 4 M — 2 1 — MN — mn 
he : 


dt a rftepdec 





I “ 
. ft , ——XI6+2d4+3 c+4a—"—|l, —=xkt+h+g 


_ #2 en mettant pour f + e + d+ c + 4 fa valeur /, & 
pour 1e+2d+3c+4a fa valeur + hæ+g+ a: tranf- 


pofant d’une part / & de l'autre —=x£+h+ors, on 
aura —- k£+h4+g+a—= 1]: multipliant dé part & 


d'autre par r, divifant par r+ 1; &c ajoûtant de part & 


m 





d'autre /, il vient enfin — l=l4+R+h+g+ a. Mais 


7 
comme le rang perpendiculaire de la cellule où fe trouve /, 
furpañle d’une unité celui de la cellule où fe trouvef, & 
que leur rang parallele demeure le même; il eft évident 
que la propriété marquée pour chaque terme où fe trouve 
la lettre z dans un rang perpendiculaire quelconque, con- 
vient aufli au terme / du rang perpendiculaire qui eft à 
droit. De plus puifque cette démonftration fubfifte éga- 
Jement tel que puifle être le nombre de termes des deux 
rangs perpendiculaires voifins, il s'enfuit que ce que l'on 
vient de montrer par rapport au terme /, fera vrai aufli à 
l'égard de tout autre de {on rang perpendiculaire. 


Si lon fuppofe à préfent que # exprime en général 
lexpofant d'un rang parallele quelconque autre que le 
premier, on verra que la premiere cellule de ce rang 
ne renferme aucun terme où la lettre z fe rencontre; que 
la feconde renferme toûjours 14; que fi l'on multiplie 


rs « 
EE = © on aura < pour le terme où fe 





14 par 


trouve la lettre-7 dans la troïfiéme cellule; & de même 


que fi lon multiplie 4 par ps LEONA 
I 3—1 Z 


n n + I 
ml X 
I D :; 





pour le terme où fe trouve z dans la quatrié- 


S n + 1 
me cellule : de forte que cette fuite ©, 1 4, "4 ex —— 4; 


L 
24 , Ë 
LVL ES VB ob SN ERA TA x x 4 dre, exprimera 
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pat ordre tous les rermes où fe trouve la lettre 7, dans 
les cellules du rang parallele dont z eft l’expofant. Ainli 
fin—;, lafuite o,14, 54,154, 3$a Ô'c, exprimera pat. 
ordre trous les termes où fe trouve la letre z dans les cek 


lules du cinquiéme rang parallele. 


É EM:M'E RTE 


467: S 1 l'on multiplie le terme où [e trouve la lettre b dans 
ane cellule quelconque , par la [omme des expofans de [on räng 
parallele € de [on rang perpendiculaire moins 2, € qu'on di- 
vife le produit par l'expofant de fon rang perpendiculaire; je dis 
que le quotient fera égal à ce terme plus à tous ceux qui font aw 
deffus de lui : Cefl-a-dire, par exemple, que ff l'on multiplie 
le terme 10b de l4 cinquiéme cellule du troifiéme rang perpen- 
diculaire par $ +3 —2—6, € qu'on divife le produit par 
3, on aura 20b pour la fomme du terme 10b,€ detous les 
autres 6b, 3b, 1b, qui font au deffus de lui. 

Il eft vifible que cette propriété fe rencontre dans le, * 
premier rang perpendiculaire où toutes les cellules ren- 
ferment la même valeur 14, excepté la premiére dans 
aquelle la lettre # ne fe rencontre point. Or de cela 
feul l'on prouvera comme l’on vient de faire dans le 
Lemme précedent à l'égard des termes qui font multi- 
ples de z, qu'elle fe doit rencontrer dans le fecond rang 
perpendiculäire , dans le troifiéme, dans le quatriéme, 
& ainfi dans tous les autres à l'infini. D'ou l'on conclu- 
ra que fi z défigne l’expofant d’un rang parallele quelcon- 





. Ca PT e——— ] 4 ones DÀ | DES 

que autre que le premier; la fuite 1 4, —— 0, x —6, 

ee A CR NS BOSR nez 
I z 3 I z 3 4 





b dc, expri- 


mera par ordre tous les termes où fe trouve la lettre # dans 
les cellules du rang parallele dont » eft l’expofant. Ainfi 
fir—5, la fuite 14, 44, 104,204,356b, éc, exprimera 
ordre tous les termes où fe trouve & dans le cinquiéme 
rang parallele. | | 





f 
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COROLLAIRE. 


A68. L fuit de ces deux derniers Lemmes, que fi 
l'on ajoûte par ordre tous les termes de cette fuite à 
ceux de la précédente, en en formera une, 14, 14 





2 


77— 1 12 1—1] n ñn 741 —— 1 ” CE ER 
: b—a+— x b, x —a a + — x —— 0 








D HI NH nn 1 Z— ] n ND HI ñ z 
I 2 RES ee SRG im rc; ou et 





22 EL 
abrégéant l’expreffion, 6, 4+— 6, a +° K—, 4 











n— 1 D nHI 7—1 NO NAT nH-2 . ; 
bx —x = s A+ 7 DRE ec. qui €Ex- 


primera par ordre toutes les cellules du rang parallele de la 
Table dont » eft l'expofant. 

D'où l'on voit que par le moyen de cette fuite, on peut 
trouver tout d'un coup telle cellule qu'on voudra, les ex- 
pofans de fon rang parallele & perpendiculaire étant don- 
DES 3 puifque prenant dans la fuite générale le rerme qui 
répond à l'expofant du rang perpendiculaire , c'eft-à- -dire, 
le quatriéme terme , fi le rang perpendiculaire eft le qua- 
trieme , le cinquiéme , s’il eft ms cinquiéme &c, & met- 
tant dans ce terme à la place de » l'expofant du parallele , 
on aura la cellule que l’on cherche. Que l'on demande, 
par exemple, la cinquiéme cellule du quatriéme rang 
perpendiculaire ; ayant mis dans le quatriéme terme à +- 


97 —1 n 717 


UN EN Es à la place de ER s du rang pa- 


tele de la cellule on trouvera 4 + © 4 x 15, c'eft-à-dire, 
15 4 + 20 b pour cette cellule; & il en eft ainfi de toutes 
les autres. 


L EMME I V. 
46 9. (, lon fait a — 2 Gb— 1 dans le quarré de cel- 


Jules de l'article 464, on le changera en celui-ci; duquel je dis 
que le premier rang parallele contient de fuite le premicr ter- 
me de tous les rangs perpendiculaires de la Table de l'article 


443 5 le fecond rang parallele, les feconds termes; le irorfiéme 
Kkki 


—— — ne 
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rang, les troifiémes termes ; G ainfi de fuite à l'infini. 


A ET or PAR En 





Cela eft une fuite naturelle de l’article 445, & de la for- 
mation du quarré de cellules de Particle 464 , expliquée 
dans ce même article & dans le fuivant 465$. 


COROLLAIRE, 


#70 S: lon fait 4 — 1 & 4—2 dans la fuite générale de 
l'article 468. 4, a + — 
n À] 


PT 








b,a+ 


I Zz 


4. I Z 
> Et — bx tx x &c; on la changera en 


LA 
- 7 I 1 
COR AUTOS Ie RE NN 
I 35) I 3 L Z 4 


— ] 72 
PR AE VDR 
1 3 1 


x 














x = x Te x + &c, par le moyen de laquelle on trou- 
vera tout d'un coup le coëficient de telle terme qu’on vou- 
dra de la Table de l’article 443 , fon rang perpendiculaire & 
le quantiéme qu'il occupe étant donnés. Voici la regle. 
On prendra dans cette fuite le terme qui répond au 
rang perpendiculaire donné, c'eft-à-dire , le troifiéme, fi 
c'eft le troifiéme rang , le quatriéme, fi c’eft le quatrié- 
me &c; & ayant mis dans ce terme à la place de z le 
nombre qui expofe le quantiéme du terme dans fon 
rang perpendiculaire , c'eft-à-dire, 4, s’il eft le quatiéme, 
s » S'il eft le cinquiéme &c, on aura le coëficient qu’on 
cherche. Si l’on demande, par exemple, le coëficiént 
du quatriéme terme 14 x° du troifiéme rang perpendicu- 
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r/ 


place de # le nombre 4, & l'on aura 14 pour le coëficient 
cherché. | 

Car l’expofant du rang perpendiculaire du coéficient 
pris dans la Table de l’article 443, eft le même que l’ex- 
pofant du rang perpendiculaire du quarré de cellules de 
l’article précédent; & le Quantiéme que ce coëficient oc- 
cupe dans fon rang perpendiculaire, eft l'expofant du rang 
parallele du quarré de cellules. D'où l’on voit que eetre 
regle n'eft qu'une application de celle de l'article 468, à 
ce cas particulier où 4—=28&6—1. 


laire; on mettra dans le troifiéme terme 223 x — à la 


LEMME V 


#7 Le S 1 l'on met x à la place deb, dans là quarré de cel- 
Jules de l'article $645 on le changera en celui-ci, dont je dis 
que les rangs perpendiculaires contiennent par ordre tous les 
nombres quon appelle Figurés : [çavoir le premier rang les 
nombres du premier ordre qui [ont les unités , le [econd rang les 
nombres naturels ou du [écond ordre qui [e forme par l'addition 
continuelles des unités , le troifiéme rang les nombres triançu- 
laires ou du troifiéme ordre qui [e forment par l'addition con- 
tinuelle des natarels, le quatriéme les nombres piramidaux 0% 
du quatriéme ordre qui [e forment par l'addition continuelle 
des triançulaires, @* ainfi à l'infini. 


an ? w D M 





Car felon le même article 464 , chaque cellule eff 
Kkk ii] 


ne + ee — 








& 
446 ÉTVRE DTXTEUME 
égale à celle qui eft à gaucre, plus à toutes les autres qui 
font au deflus. 

M. Palchal a fait un Traité qui a pour titre, Triangle 
Arithmérhique , dans lequel il conlidére les propriétés de 
ces nombres, & fait voir qu'ils font d’un très grand ufage 
dans plufieurs queftions d’Arithmértique, 

» : 
COROLLAIRE, 


7 2° S 1 l'on fait #1 &—1 dans la fuite générale de 


l’article 468.6, 4 + ——b, a+ bx, at en 


#2 7 + 1 7 f— I 71 74 I 71 Z 

Mob Bx x x TE &c ; on la changera 
n I 7 I 

en cette autre J,#,=x"——, = x = x = Ë D x —— x 


I D en . ° x 5 
Era x ue &c, qui fervira à trouver tout d'un coup tel 


LA 
< 


nombre figuré qu'on voudra, fon ordre étant donné avec 
le quanriéme qu'il y occupe. Voici comment. | 

On prendra dans cette derniere fuite le terme qui ré- 
pond à l'ordre donné, c’eft-à-dire, le troifiéme, fi c’eft le 
troifiéme ordre, le quatriéme, fi c’eft le quatriéme ordre 
&c ; & ayant mis à la place de » le nombre qui expofe le 
quantiéme du nombre figuré, c'eft-à-dire 4, s'il doit être 
le quatriéme, $ , s'il doit être le cinquiéme &c, on aura 
ce nombre. Qu'il faille, par exemple, trouver le cinquiéme 
nombre du quatxiéme ordre; je mets dans le quatriéme ter- 


me © x x de la fuite à la place de #.le nombre $, 
& jai 35 pour le nombre cherché. 


Ceci n’eft autre chofe que l'application de la regle de 
l'article 468 à ce cas particulier. 


P'R O-B L'E-S-M-E. I, 


473: NN O1T propofé de trouver une fuite générale, qui ex- 
prime par ordre tous les termes d'un rang parallele quelconque; 
ge la T'able de la divifion des arcs de l'article 443. 
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Comme le troifiéme terme d'un rang perpendiculaire 
quelconque de cette Table, répond toûüjours au premier 
du rang qui eft à droit;il s cdtait que fim+ 1 exprime en 
général l'expofant du rang parallele, il faudra trouver dans 
le premier rang perpendiculaire , le coëficient du terme 
dont le quantiéme eft # + 1 ; ; dans le deuxiéme , le coëfi- 
cient du terme dont le quantiéme eft m+1—2oum— 1; 
dans le troifiéme, le coëficient du terme dont le quantié- 
ie eft m — 1 — 2 où» — 3, & ainfi de fuite en diminuant 
toujours de 2 le quantiéme du terme, à mefure que le rang 
perpendiculaire avance vers la droite. Il faudra donc felon 


la regle de l’article 470 mettre dans le fecond terme == 


à la place de # le nombre #— 1 ; dans le troifiéme CHE 
—i— \ * y 
= x à la place de » le nombrem— 3, dans le quatrié- 


n + IA 
me terme — EU. — à la place de  lenombre #— $ ; dans 


Le cinquiéme #7» PER, PHP nla place de # le nom- 
4 1 2 3 
bre —7; &c: ce qui donnera pour la fuite des coëficiens r, 


m Mm— NM SO ATEN M7 Mm— GSM —S 
ms x RIT, es * Ne ; 











t 


Le 3 L RES 7 2 3 5 
&c.Or comme lesfignes des termes d’un rang parallele quel- 
conque de la Table font toüjours alternatifs: & que le pre- 
mier terme eft toûjours l'inconnuë x élevée à une puiffance 
dont l’expofant eft moindre d’une unité que celui du rang 
parallele ; & que tous les autres termes renferment des 
puifflances de x dont les expofans diminuent continuelle- 
ment de 2, en obfervant qu x° = 1 : il s'enfuit qu'on aura 


L m M — 3 Æ M M—S$S M—A4 7. 
MN — NN = CLIM tests 
ES es ms TT x m—8 &c, pour l’exprefflion géné- 
4 2 


rale & rang parallele de la Table, dont fexpofant eff 
m4 1. Ce qui étoit propoié. 


Lorfqu’on a les premiers termes de ces fortes de fui- 
ées ; il eft facile d'obferver la loi qui y regne par four, 


a 













* Art.a 58. 


VArt.472. 
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& qui fert à les continuer autant que l’on veut, Si Yon 
fuppofe, par exemple, dans celle ci, que 7 exprime le 
quantiéme du terme dont on veut avoir le coëf- 
cient ; 1l fera exprimé par la fraétion générale 


AE ve PR PR ET Se 
©" , en obfervant que le numera- 


T— IXT — LAIT —— 3XT — 4 K90, 
teur & le dénominateur doivënt avoir chacun autant de 
termes que le nombre r— 1 contient d'unités. Ainf fi 
r—5$, On aura pour le coëficient du cinquiéme terme, la 


MXM — $SxmMm — CxXM— 7 : fi M — 4XmMm— 5 


fraction TETE 4, ON aura —ÉE 

IL faut remarquer que le nombre des termes de cette 
fuite eft toujours dérerminé, de forte qu'il eft égal à la plus 
grande moitié de l’expofant du rang parallele qu'elle ex- 
prime, lorfque cet expofant eft impair, & à fa moitié au 
jufte lorfqu'il eft pair. Ainfi elle n'a que trois termes, lorf- 
qu'elle exprime le cinquiéme ou le fixiéme rang parallele, 
elle n’en a que quatre, lorfqu'elle exprime le feptieme ou 
le huitiéme rang parallele, &c. | 


PRO B L'E>S ME T1: 


474 S O1T propofé de trouver une fuite générale qui ex- 
prime par ordre tous les termes de tel rang parallele qu'on 
voudra , de la T'able de l'infcription des poligones réguliers de 
d'article 457. | 

Comme le fecond terme de chaque rang perpendi- 


«culaire répond au premier de celui qui eft à droit, il 


s'enfuit * que fi # + r eft l’expofant d'un rang paral- 
lele quelconque de cette Table, les coëficiens des quatre 
premiers termes de ce rang feront 1,1, Mm—1,m—2; 
le coëficient du cinquiéme terme fera le nombre trian- 


M— 3, 
Lnmeemet . 


gulaire dont le quantiéme eft m— 3, c'eft-à dire * — 


NP ee 2 


-; celui du fixiéme rang fera le nombre triangu- 
M — à 
1 








laire dont le quantiéme eft m—4, ceft-à-dire, 


x; celui du fepriéme terme fera le nombre pira- 
| midal 





/ 
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midal dont le quantiéme eft #—5, c'eft-à-dire, "3 
M — 4 1 — . Ar 

x — x; celui du huitiéme terme fera le nombre 


Zz 
piramidal dont le quantième eft 5 — 6, c’eft-à-dire ; 


MN — 6 M — $ MN — 








I Z 
nombre du cinquiéme ordre dont le quantiéme eft 
M— 7 M—6 mMm— M — . 
ne +; & ainfi 
à l'infini, Si donc l’on joint à ces coëficiens les puiflan- 
ces de x qu'ils affectent , en faifant précéder le fecond & 


m—7,ceît-à-dire, 








le troifiéme terme du figne — , le quatriéme & le cinquié« 


me du figne +, le fixiéme & le fepriéme du figne —, & 
ainfi alternativement de deux en deux ; on aura cette 





fuite générale 27 — 21 mi gt me 22 


MIE EM = 2 M4, M—3 Me SAM ee 4 
I & I er 1 % 2 








Z 


M — 3 


ne ge =6 pis M—7 M—6 
3 


LT Tr 





MN .—— 6 (é Mn — $ | MT TA 
2Z r2 
M—$. M—4 y : : ù 
Fr tee 8 &c. qui exprime par ordre tous les 
termes du rang parallele de la Table de l’article 457 dont 
l'expofant eft # + 1 : où l’on doit obferver de ne prendre 
qu'autant de termes que le nombre # + 1 contient d'u- 
nités. 
PROS RES ME LITE 


47 5° “ER ROUVER #%e fuite générale, qui exprime par 
ordre Les coëficiens de tous les termes, de tel rang parallele 
quon voudra , de la T'able de l'article 460 ; ou ( ce qui eff la 
mème chofe) d'une puiflance quelconque du binome x + y. 
Soit en général # l’expofant d’un rang parallele quel- 
conque de cette Table, il eft clair que les coëficiens 
des deux premiers termes de ce rang feront toûüjours * 
1,3 comme le fecond terme de chaque rang perpen- 
diculaire à commencer par le fecond , répond au pre- 
mier terme du rang qui eft à droit, il s'enfuit que le 
coëficient du troifiéme terme du rang parallele fera * 


Il 


; Celui du neuviéme terme fera le 


* Art.402. 


*Art.462, 


__— SR RS LE, = pa TT FRS 
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le nombre triangulaire dont le quantiéme eft 3 — x; 


* Art.472. c'eft-à- dire * =—- 


fera le nombre piramidal dont le quantiéme eft m— 2; 





x; que celui du quatriéme terme 


MN. — 2 NE —"} 


c'eft-à-dire x 
terme fera le nombre du cinquiéme ordre dont le quan- 


3 M—2 M— 1 m 
————— >< 


. y , . = ee . 
tiémeeftm—3, celt-à-dire ——, R —5 








x 5 que celui du cinquiéme 








pA 3 4 
& ainfi à l'infini. On aura donc pour la fuite générale 





_— — 


9 x 





m 3 ——, 1 mn M — I M —— 2 m 
ee = — >< 


qu'on demande 1,#%, — % 


êcc. 


z JL 2 SE > 
M—1 M—1 M—3 


Le Ke x 
- ; 4 
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476.1 ):.11 HMUITIQUe RE PR . D A} Et 








MKM—I » — MKM— IKMm— À 
M œmux 2 3 Nm 3 £ 
1 X 2 VY X — L x 2 x 3 34 X 4 2 +. +. « 
XII — 1 KIMN — LXM—3 4 M4 — MXN —1 KM —> LM — 3 XM—A4 
A — 2% + RES ete . Ls 
IX2X3X4 FER IXLX3X4XS 
PIRE 


PROBLESME IV. 


#7 7° 2 ROUVER we équation générale qui ferve à divt- 
[er un arc de cercle donné AR, en autant de parties égales 
qu'on voudra. 


PREMIERE MANIERE, 


Fic, 279. Soit en général # le nombre des parties égales, l'arc 
D la premiere de ces parties ; foi tiré le diametre 

AB, & les cordes BD,BR; & foit le rayon C 4 ou 

CB—1, la corde donnée B R—4 , la corde cherchée 





Art.444 BD = x. On aura La x — mx TT rs 
473. 


MM — SXM— 4 y 8 MXN — TKM — EKXM— $ se 


3XIX2 AXIX2X3 
( fçavoir + « lorfque larc donné ZR eft moindre que 
la demie circonférence, & —4 lorfqu’il eft plus grand } - 
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"pour l'équation générale qu’on demande: de laquelle il ne 
faut prendre qu'autant de termes, que la moitié du nom- 
bre 77 lorfqu’il eft pair, ou fa plus grande moitié lorqu'il 
eft impair contient d'unités ; parce que le terme qui fuivroit 
feroit nul ou zero. 

OM —SS 1l vient 1K = 7 x ee I fi N=7T s 
ON ttOUVE LA — x —7X) RI4X —7 x. 


SECONDE MANIERE. 


Soit tiré le diametre AB, & les cordes BR, AR; 
BD, AD, qui terminent l'arc donné ZR, & l'arc 
cherché 4 D. Soit # le nombre des parties égales, le 
diametre 4B — 1, les cordes données BR —#, 
AR—5; & les cordes inconnuës BD—x+, 4D— y. 


Où aura * ces deux égalités générales LE 4 — x” *Art.4641 
D dl Pie MXM—IKM—LXM—3 4 ,m—a4 47 5° 
xs RIT 2 IX2X3X4 Part ëxc ; 
HÉEL, res IN TN ME DS dE KRr-A 
ê US IX2%X3 JÉsèe D D 3 pts ER en pe 


MKM—IXM—1zXMm— 3 XM— A4 
ET, 


no J” xs &c , dans lefquelles 
mettant à la place de”, le nombre de parties égales dans 
lefquelles l'arc Z4R doit être divifé, il en vient deux au- 
tres particulieres, dont la réfolution fournit la valeur cher- 
chée de la corde B D (x) ou AD (y), après avoir fait 
évanouïr linconnuë y ou x, par le moyen de l'équation 
YY—=I—XX OU XX —I—YY. 
_ Soit par exemplew—y. On aura 4 —x7 —21yyx 
+35) x —7ySx, &b—7yx— 35 y xt+21y x x—y7, 
& l'on achevera le refte comme dans l’article 462. 


P'RSOP:L ECS MeE = Ve 


4798. ROUVER #»e cquation générale; qus ferve à 
q g g 


infcrire dans un cercle donné, un poligone régulier quelconque 


ADEFGHK &c. 


Soit tiré le diametre 4B, & Ia corde B D qui ter- 
gmuinent le premier côté du poligone ; foit le rayon 


li 


FiG. 299: 








XArt.457. 


#74: 


FIG. 2Sr. 
282, 
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donné € À ou CB— 1, la corde inconnuë B D — x; 
& en général. # la plus petite moitié du nombre des 
côtes du poligone, que je fuppofe être impair. On 


Mm— 3 


AUTA OL nm” —i 2 + mMm— IN + — 











MAT nn TP LEE Je AR ER M—S$ M—A4 Mm— 3% 
: À à z À I 2 3 
Mm— 6 M— M — se m7 M—6  m— 
RES ET ET 


—— & KPE- SOC CPOUT l'équation générale qu'on demande; 


de laquelle il ne faut prendre qu'autant de termes que Île 
nombre #-+ 1 contient d'unités , parce que celui qui fui- 
vroit feroit nul ou zero. 

Soit par exemple 7 le nombre des côtés du poligone à 


infcrire , on aura == 3; & partanto— Li —2X— 1% HI, 


dont la plus grande racine x exprimera la corde B D, qui 
termine l'arc 4D, qui a pour corde le premier coté AD 
du poligone. De même fi le nombre des cotés eft r1,on 
aura M5 ; & par conféquent l'équation générale devient 
OX —2—4x +3 x4x+3x—1, dont la plus grande 
des racines eftz— B D. 


PER ‘'o: 8 EE SM EE: VE 


479. D) IVISER #2 ançle donné en un nombre quelconque 


impair de parties égales, par le moyen d'un inffrument. 


19. Soit propofé de divifer l'angle donné EC F en 
trois parties égales. Il faut avoir un rhombe A4BCD, 
dont les quatre côtés foient mobiles autour de fes qua- 
tre anples, & duquel les deux côtés 4B, AD, foient 
ch prolongés vers X & Z; attacher l'angle 
C du rhombe, dans le fommet C de l'angle donné 
E CF; marquer fur les côtés CE,CF, les points E,F, 
en forte que CE & CF foient égales chacune au côté 
C B ou CD ou D 4 ou AB du “Hbbe Cela fait, il 
faut ouvrir ou reflerrer les côtés 4 X, AZ, de l'angle 


BAD, en forte qu'ils paflent par les points, E, F5 & 


CET 


PR du > 
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l'angle BAD fera la troifiéme partie de l'angle ECF. 
Car les triangles 4BC, BCE, étant ifofcelles , l'an- 
gle externe C BE ou fon égal CEB, qui vaut les deux 
internes oppofés B 4 C’, B CA, fera double de l'angle 
BAC; & dans le triangle E C À, l'angle externe ECY, 
quilvaut l'angle CE 4 plus l'angle B 4 C, fera triple 
de l'angle B 4C. On démontrera de même que l'angle 
FCY eft triple de l'angle D AC. D'où il fuit que l’an- 
gle donné EC F ef triple de l'angle BAD. Ce qu'il fal- 
loit ec. | 

2°. Soit propofé de divifer l'angle donné HGK, en Fic. 283: 
cinq parties égales. . On attachera dans l'angle C du 284 
rhombe 4 BC D de linfttument précédent, un autre 
rhombe CEGF, dont les côtés feront égaux à ceux du 
premier & mobiles aufli autour-de leurs angles. On fichera 
l'angle G de ce dernier rhombe, dans le fommet G de 
l'angle donné H GK; & ayant pris fur les côtés de cet an- 
gle les parties G H, GK, égales chacune au côté GE de 
l'un des rhombes, on ouvrira ou fermera l'angle X AZ 
mobile autour du point 4, en forte que fes côtés 4X, AZ 
touchent les angles E, F, & pañlent en même temps par 
les points marqués, H, K. Je dis que l'angle X /Z ou 
B 4 D fera la cinquiéme partie cherchée de l'angle donné 
HGK. 

Car ayant mené dans le rhombe 4BCD Ia diago- 
nale 4 C’, prolongée indéfiniment vers Y; elle pañlera 
par le point G, puifque les angles ECY, FCY, étant 
triples des angles égaux BAC, D AC, feront aufli 
égaux entreux. Or dans le triangle E G À, l'angle ex- 
_ terne H EG, qui vaut les deux internes oppofés B AC, 
EGA,ou ECY (à caufe du triangle ifofcelle CEG ,) 
fera quadruple de l'angle BC. Et partant dans le 
triangle Â4HG, l'angle externe HGY, qui vaut les 
deux internes oppofés BAC, GH A ou GE H ( à cau- 
fe du triangle 1fofcelle EGH) fera quintuple de lan- 
gle BAC: On prouvera de même que l'angle KGY 
fera quintuple de Fangle D AC ; d'où ne évident 
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que l'angle entier HGK fera quintuple de l'angle entiet 
BAD ou X 4 2. 

S'il falloit divifer un angle donné en fept parties égales ; 
iln'y aura qu’à joindre ‘aux deux rhombes précédens, un 
troifiéme rhombe égal & conftruit de la même maniere; & 
ainfi de fuite de deux en deux. Car la pratique & la dément: 
tration fe fera toujours de la même maniere. 


EXEMPLE. 


480. EE OUVER entre deux lignes données z.& £ ; 
autant de moyennes proportionnelles qu'on voudra. 

Soit l’'inconnuë x la premiere des moyennes proportion: 
nelles qu'il eft queflion de trouver; & l’on aura la progref- 
fion géométrique continuë 4, x, — =, = À = &c, de 
laquelle on prendra le terme dont le quantiéme furpañle 
de 2 le nombre donné des moyennes proportionnelles , 
& l’égalant à la donnée # on formera une égalité, dont 
la réfolution fournira la valeur de linconnuë x qui eft 
la premiere des moyennes proportionnelles que l'on cher- 
che. 


Qu'il faille, par exemple, trouver deux moyennes pro 
portionnelles. On prendra dans la progreflion géométri- 
que le quatriëme terme _ qui étant égale à la ligne 2; 
donne #°—%4b; & de même fi l'on demande quatre 
moyennes proportionnelles , l’on aura x°=—# 4. D'où il 
eft facile de voir que fi z marque en général le nombre 
des moyennes proportionnelles qu'il faut trouver entre les 
données a & 4, on aura "+1 —4" b pour l'égalité générale 
qu’il faut réfoudre. Or cela pofé, 

Soit 1°. #7 — 4'6 k qui fert à trouver feize moyen- 
nes proportionnelles. Je multiplie les deux membres de 
cette égalité par x°, afin d'avoir x°° = %"° Bx°, dont [a 
plus haute dimenfion 20 eft le produit des deux nom- 
bres 4 & 5 qui fe fuivent immédiatement. Je prends l'é- 
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quation x’ = 2° y; ce qui donne en élevant chaque memi- 
bre à la puifflance quatriéme x°°=4"°yf=— 4! 4x, d'où je 
tire une autre équation yf— 4 x°, dont le lieu étant conf- 
truit féparement, donnera par fon interfeétion avec celui . 
de la fuppofée x°=—4*y, la valeur de l’inconnuë x. Ou 
bien je prends l'équation xf=—4° y, dont j'éleve chaque 
membre à la quatriéme puifflance ; & les multipliant enfuite 
par x, Jaix./—2 y x—4x'°6, d'oùje tirepfx— fe, 
dont le lieu étant conftruit féparement avec celui de l’équa- 
tion x=— 4° y, donnera pat fon interfeétion la valeur cher- 
chée de l’inconnuë x. 


Soit 2°, x3'=— 4°° b qui fert à trouver trente moyennes 
proportionnelles. Je multiplie de part & d'autre par x’, afin 
d’avoir x°°=4°°6x, dont la plus haute dimenfion 36 
eft le quarré de 6: c’eft pourquoi faifant x°= # ‘y, & pre- 
nant de part & d'autre la fixiéme puiflance, j'ai x°°=— 45° 
ÿ°=—a° b x5, d'où je tirey° — 23", dontle lieu étant conf- 
truit féparément avec celui de l'équation que j'ai prife d'a- 
bord x°=—#° y, donnera par fon interfection la valeur de 
linconnuë x. Ou bien ayant pris comme c1 deflus l’équa- 
tion x°=— 4° y, je l’éleve à la cinquiéme puiffance, & Ia 
multipliant enfuite par x, j'aix”'—4?yx—4a°°b, ce 
qui donne y*’x=—4"#. D'où l'on voit que le lieu de l'équa- 
tion x5— 4° y, étant conftruit féparement avec le lieu de 
l'autre équation y x—°b, donnera la réfolution de l'éga- 
lité propofée x°'— 4°° 4; de forte que l'on peut choifir 
entre les deux lieux »°—2 x”, ouyÿx —4b, celui qu'on 
jugera le plus fimple. Il en eft ainfi de tous les autres exem- 
ples qu'on peut fe former à’ plaifir. 


Il eft à remarquer que fi la dimenfion de linconnuë 
x n'étoit pas un nombre prenuer, l'égalité propofée fe 
pourroit toûjours abaiïfler. Si l'on avoit, par exemple. 
x? — 4$ b, qui fert à trouver huit moyennes proportion- 
nelles ; on trouveroit en extrayant de part & d'autre la 


racine cubique x — Vus. Orafin que le nombre 4$ & 
foit un çube, il n’y a qu'à trouver une ligne z dont le 
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cube x —74b, ou ce qui eft la même chofe de trou- 
ver entre z & & deux moyennes proportionnelles ; car 
mettant à la place de 746 fa valeur z°, on aura x? = 4° 
ou x°—41?7, de forte qu’en réfolvant ces deux égalités 
x —uxab, & enfuite x? == 4 4x qui ne font que du troi- 
fiéme dégré , on trouvera la valeur de linconnuë x, qui 
eft la premiere des huit moyennes proportionnelles en- 
tre les extrêmes z & #. De même filon avoit x'f— 252 
qui fert à trouver treize moyennes proportionnelles, 1 
viendroit en extrayant de part & d'autre la racine quar- 
rée x7—=Va"36. Or afin que Vz'*£ foit un quarré, il faut 
trouver une ligne z dont le quarré xx=—4%4; car fubf- 
tituant à la place de 44, le quarré zx dans l'égalité pro- 
pofée, on aura x'f—#%'°xx ou x/=— 4x; c'eft pour- 
quoi il ny aura qu'à réfoudre d’abord l'égalité du fe- 
cond dégré xx4—#6, & enfuite celle du feptiéme 
27 — ur. 

On doit encore remarquer que ces fortes d'égalités 
qui fervent à trouver des moyennes proportionnelles, & 
dont la dimenfion de l'inconnuë eft un nombre pre- 
mier, n'ont qu'une racine réelle & toutes les autres ima- 
ginaires; dont la raifon eft qu’il ne peut y avoir qu'une 
feule ligne qui foit la premiere des moyennes propor: 
tionnelles cherchées, 


REMARQUE. 


481. (x peut réfoudre le Problème précédent paf 
le moyen d'un inftrument géométrique dont la conf: 
truction eft telle. Soient deux lignes indéfinies XF ; 
Y Z, mobiles autour du point Y, en forte qu’elles fe 
puiflent. ouvrir & fermer. Soit attachée au point quel- 
conque fixe B du côté Y X, une perpendiculaire indé- 
finie BC fur ce côté, laquelle chafle devant elle ( pen- 
dant que l'angle XYZ s'ouvre) par le point € où elle 
rencontre l'autre côté Y Z , la perpendiculaire indé- 
finie CD fur ce dernier cotés qui chañle de même 


par 
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par le point D'où elle rencontre le côté Y X, la per- 
pendiculaire indéfinie D E ; qui chafle encore de même 
par le point E où elle rencontre le côté Y Z, la per- 
pendiculaire indéfinie EF; qui chaffera par le point F 
où elle rencontre le côté Y X, la perpendiculaire FG; 
qui chafle encore par le point G où elle rencontre le 
côté YZ , la perpendiculaire GH; & ainfi de fuite à 
l'infini, en augmentant autant que l’on voudra le nom- 
bre des perpendiculaires fur les côtés FX & Y Z. Cela 
fait, foit propofé , par exemple , de trouver quatre 
moyennes proportionnelles entre les deux lignes droi- 
tes données 4 & 4. Ayant pris fur le côté FZ la par- 
tie Y G quatriéme proportionnelle aux trois lignes +, 8, 
FB, on ouvrira le côté XŸ de l'inftrument, jufqu’à ce 
que la cinquiéme perpendiculaire FG ( parce qu'il eft 
queftion de trouver quatre moyennes proportionnelles } 
pafle par le point G ; & alors les lignes FC, YD,YE, 
F F, feront les quatre moyennes proportionnelles entre 
les extrêmes Y B,F G ; & partant la quatriéme pro- 
portionnelles aux trois lignes FB, FC, « fera la pre- 
miere des quatre moyennes proportionnelles deman- 
dées. 

Car les triangles reétangles FBC ,YCD, YDE ; 
YEF,YFG., étant tous femblables ; leurs côtés YB, 
PC,YD,YE,YF,YG;, feront en progreflion geome- 
trique continuë. Donc &c. 

Il eft chair que pendant que Fangle XYZ s'ouvre de 
plus en plus, le point B décrit un arc de cercle 4B 5 
& que les interfeétions continuelles D , F, H, des per- 
.pendiculaires CD, EF, GH, fur le côté YF Z, avec 
l'autre côté F X , décrivent des lignes courbes 4D, 
AF, A, qui fervent à trouver autant de moyennes 
proportionnelles qu'on voudra. Car fi l'on décrit, par 
exemple, du diametre Ÿ E un demi. cercle, 1l coupera: 
Ja courbe 4 D en un point D , tel que FD eft la fecon- 
de des deux moyennes proportionneiles ,. entre les ex- 
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trêmes Y Bou Y 4 &Y E; & de même fi l'on décrit un - 
demi cercle du diametre Y G, il coupera la ligne cour- 
be 4F en un point F, tel que YF eft la derniere des 
quatre moyennes proportionnelles entre Y 4 & Y G &c. 
Sur quoi il eft à propos de remarquer que la ligne cour- 
be AD eft du quatriéme degré ; la ligne courbe 4F 
du huitiéme ; la courbe 4H du feiziéme, &c ; ce que 
je prouve ain. | 
Soient 1°. les inconnuëés & indéterminées YC— x; 


CD=7y YD—z,"& la connué PA ou FB—=2; on 


aura à caufe des triangles rettangles femblables YCD, 
Y BC , cette équation YB (4 =, & à caufe dutrian- 
gle retangle Y CD cette autre yy + xx=—2xx, dans 
laquelle mettant à la place de x fa valeur “— trouvée 


pat le moyen de la premiere équation, il vient zayy 
— xi, —4axx ; ce qui fait voir que la courbe 4 D 
eft un lieu du quatriéme degré. Soient 2°. les incon- 
nuës @c indéternminés PVE—=x, EF=y,YF=z,6 
Ja connuë Ÿ 4 ou Ÿ B — * ; on aura à caufe des trian- 


gles rettangles femblables YFE,YED,YDC,YCB, 
cette équation Y B (4 ns , &. à caufé du triangle 


reétangle Y EF cette autre yy+xx—xx, dans laquel- 
le failant évanoüir l'inconnué x par le moyen de la pre- 
miere équation, & Ôtant les incommenfurables, on trou- 
Ve aa + 3 aaxxyt + zaaxyy+aax—= x$; d'où 
lon voit que la courbe 4F eft un lieu du huitiéme de- 
gré. On prouvera de même que la courbe 4H eft un 
heu du feiziéme degré, &c. 


Maintenant puifque felon l'exemple on peut trou- 
ver deux moyennes proportionnelles , en n'employant 
que deux lignes du fecond degré ; quatre moyennes 
proportionnelles , en fe fervant du lieu du fecond 
degré, & d'un autre du troifiéme 5 au lieu qu'ici il : 
faut dans le premier cas un lieu du quatriéme , qui 
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eft la ligne 4 D, & un lieu du fecond qui eft le cercle 
Y D E ; & dans le fecond un lieu du huitiéme, fçavoir: 
la ligne courbe ZF, & un lieu du fecond, fçavoir le 
cercle Y FG':il s'enfuit que ces lignes courbes AD ; 
AF, AH, font beaucoup trop compofées pour réfou- 
dre ce Problème. Cependant la facilité de la conftruc- 
tion & de la démonftration , récompenfe en quelque 
forte ce défaut, 
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